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ResumoNesta disserta�c~ao estudamos o aspecto combinat�orio dos problemas de congestionamento.O principal problema estudado consiste em, dado um grafo G e um inteiro positivo k,encontrar k �arvores espalhadas de G, n~ao necessariamente disjuntas, de peso total m��nimo.Neste problema o congestionamento �e caracterizado por fun�c~oes que penalizam o peso deuma aresta se ela �e usada por mais de uma �arvore. Roskind e Tarjan apresentaram umalgoritmo para a vers~ao deste problema onde as �arvores devem ser disjuntas nas arestas.N�os apresentamos uma descri�c~ao detalhada do algoritmo de Roskind e Tarjan e ent~aomostramos um algoritmo polinomial para o problema de congestionamento, o algoritmoconsiste em uma redu�c~ao ao problema disjunto. O nosso algoritmo �e quadr�atico emk. Apresentamos ainda duas heur��sticas de complexidade linear em k. Baseados namesma t�ecnica, desenvolvemos algoritmos polinomiais para problemas combinat�orios decongestionamento relacionados aos problemas de encontrar um caminho m��nimo e deencontrar um emparelhamento de custo m��nimo.
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AbstractThis work studies the combinatorial aspects of congestion problems. The main problemstudied is the following: Given a graph G and a positive integer k, we want to �nd kspanning trees on G, not necessarily disjoint, of minimum total weight, such that theweight of each edge is subject to a penalty function if it belongs to more than one tree.This penalty function models congestion situations. Roskind and Tarjan have developedan algorithm for the disjoint version of this problem. We present a detailed descriptionof their algorithm and then show that a polynomial algorithm for the congestion problemcan be obtained by reducing it to the disjoint problem. The complexity of our algorithmis quadratic in k. We also present two heuristics with complexity linear in k. Based on thesame idea, we then present polynomial algorithms for combinatorial congestion problemsrelated to shortest paths and minimum weight matchings.
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Cap��tulo 1Introdu�c~aoA palavra congestionamento invariavelmente nos faz lembrar do trânsito, isto �e naturalpois o problema do trânsito est�a muito presente no nosso cotidiano. Al�em disso, o pro-blema do trânsito �e o exemplo cl�assico de um problema de congestionamento. Mas o termocongestionamento n~ao se restringe ao trânsito, outros problemas tamb�em se enquadramnesta classe de problemas.Os problemas de congestionamento têm como caracter��stica comum a competi�c~ao porum determinado recurso. Tal competi�c~ao pode ser gerada pela escassez de recursos ou peloexcesso de competidores e geralmente resulta em lentid~ao (ou alguma outra conseq�uênciaindesej�avel). Por exemplo, no trânsito um congestionamento pode ocorrer porque as viasde tr�afego s~ao insu�cientes para o volume de carros, ou porque o n�umero de ve��culos �esuperior ao espa�co nas ruas e avenidas.A mesma competi�c~ao que forja o elo de semelhan�ca entre os problemas de congestiona-mento �e tamb�em respons�avel por duas caracter��sticas importantes e que devem ser obser-vadas quando queremos resolver tais problemas: a forte intera�c~ao entre os competidorese a freq�uente n~ao-linearidade do problema. Estas duas caracter��sticas s~ao importantesporque podem inviabilizar a busca por uma solu�c~ao exata para tais problemas.Imagine que precisamos modelar e resolver de forma exata um problema de congestio-namento. Para isto, devemos modelar o comportamento de cada competidor e a intera�c~aoentre eles. Mas isto �e invi�avel para instâncias reais da maioria dos problemas de conges-tionamento. Invi�avel n~ao s�o pelo tamanho das instâncias, mas principalmente pelo car�aterpor vezes imprevis��vel de tal comportamento. O trânsito �e um exemplo pr�atico de tal im-previsibilidade.Al�em do tamanho e da complexidade da modelagem exata de um problema de conges-tionamento, estes problemas s~ao em geral n~ao lineares. Por exemplo, se um carro gasta xpara pagar ped�agio, dois carros certamente gastar~ao mais do que 2x para continuarem aviagem. Assim, se queremos resolver estes problemas de forma exata, ent~ao precisaremos1



1.1. Fun�c~oes de penaliza�c~ao e congestionamentos 2trabalhar com problemas n~ao lineares e estes problemas s~ao geralmente mais dif��ceis deserem resolvidos do que os problemas lineares.Dada a di�culdade de se encontrar uma solu�c~ao exata para a maioria dos problemas decongestionamento, uma alternativa �e modelar um congestionamento usando fun�c~oes queaproximam o comportamento do sistema e ent~ao resolver o modelo aproximado. Estasfun�c~oes de aproxima�c~ao s~ao chamadas fun�c~oes de penaliza�c~ao.Nesta disserta�c~ao ser~ao mostrados algoritmos e heur��sticas para resolver problemascombinat�orios de congestionamento modelados a partir de fun�c~oes de penaliza�c~ao.1.1 Fun�c~oes de penaliza�c~ao e congestionamentosNeste trabalho, as fun�c~oes de penaliza�c~ao s~ao usadas para penalizar as escolhas feitas porum algoritmo. O exemplo a seguir ilustra como a utiliza�c~ao das fun�c~oes de penaliza�c~aopode simular o comportamento de um problema de congestionamento.Dado um conjunto S, de n elementos ponderados, e um inteiro positivo k, queremosencontrar k subconjuntos S1; S2; : : : ; Sk de cardinalidade dois, tal que o peso total pe-nalizado destes conjuntos seja m��nimo. A �m de caracterizar o congestionamento, vamosde�nir que quando um elemento do conjunto S, digamos s, �e usado mais de uma vez nosk subconjuntos, ent~ao ele deve ser penalizado. Denotamos por wp(s; is) o peso penalizadode s, onde is �e n�umero de vezes que o elemento s foi utilizado.Uma instância para o problema seria: S = fa; b; c; d; e; fg (onde os pesos dos ele-mentos de S s~ao w(a) = 3, w(b) = 4, w(c) = 7, w(d) = 11, w(e) = 13 e w(f) = 18),k = 3 e a fun�c~ao de penaliza�c~ao escolhida poderia ser wp(e; i) = iw(e). Adotando estafun�c~ao de penaliza�c~ao temos que se w(e) = 3, ent~ao wp(e; 0) = 0; wp(e; 1) = 3; wp(e; 2) =6; : : : ; wp(e; n) = nw(e). Esta fun�c~ao de penaliza�c~ao �e bastante simples e devido �a suasimplicidade ser�a exaustivamente usada no decorrer do texto.Dada a instância acima, podemos ter diversas solu�c~oes vi�aveis para o problema, masnem todas elas ser~ao uma solu�c~ao �otima. Por exemplo, a solu�c~ao fa; bg, fc; dg e fe; fg tempeso total penalizado igual a 56. O peso total penalizado para esta solu�c~ao �e igual ao pesototal n~ao penalizado, pois esta �e uma solu�c~ao onde os subconjuntos s~ao completamentedisjuntos, ou seja, n~ao h�a elementos repetidos (apenas lembrando, wp(e; 1) = w(e)). Outrasolu�c~ao vi�avel, cujos subconjuntos n~ao s~ao totalmente disjuntos, seria fa; bg, fb; cg e fd; eg.E esta solu�c~ao �e melhor do que a primeira, pois tem peso total 50. Outras solu�c~oes menosdisjuntas podem ser ainda melhores, como a solu�c~ao �otima fa; bg, fa; bg e fc; dg, cujopeso total penalizado �e 46. Mas, uma solu�c~ao menos disjunta do que a anterior, comofa; bg, fa; bg e fa; dg, n~ao �e t~ao boa, pois tem peso total 54.No exemplo acima �e poss��vel notar que uma solu�c~ao �otima para o problema com-binat�orio de congestionamento que mencionamos �e um compromisso entre o peso e a



1.2. �Arvores m��nimas 3disjun�c~ao da solu�c~ao. Este compromisso pode ser ajustado de acordo com a penaliza�c~aoutilizada. Ou seja, para encontrarmos solu�c~oes mais disjuntas podemos escolher outrafun�c~ao de penaliza�c~ao cujo crescimento seja maior do que o da fun�c~ao wp(e; i) = iw(e).Ou o contr�ario, se solu�c~oes menos disjuntas forem satisfat�orias.1.2 �Arvores m��nimasUm exemplo interessante de problema combinat�orio de congestionamento �e o problemade encontrar k �arvores espalhadas, tal que o custo total penalizado seja m��nimo. Paraa simplicidade do texto chamaremos este problema de kMSTc (k Minimum CongestionSpanning Trees). Nesta disserta�c~ao o problema kMSTc ser�a estudado em detalhes, tantoem seus aspectos te�oricos, quanto experimentais.Na abordagem te�orica, mostraremos em detalhes um algoritmo polinomial para kMSTc.O algoritmo �e baseado em uma redu�c~ao de kMSTc ao problema de encontrar k �arvoresespalhadas disjuntas nas arestas e de peso total m��nimo (k Minimum Disjoint SpanningTrees, ou simplesmente kMSTd).Na abordagem experimental, mostraremos algumas heur��sticas para resolver kMSTcque apresentaram solu�c~oes de qualidade e de baixo custo computacional. Cabe dizer queas abordagens experimentais foram motivadas pelo fato de inicialmente n~ao sabermosa complexidade de kMSTc. Cogit�avamos a possibilidade de kMSTc ser um problemaNP-Dif��cil.1.3 De�ni�c~oes e nota�c~oesAntes de prosseguir, vamos fazer um apanhado das de�ni�c~oes e das nota�c~oes usadas nospr�oximos cap��tulos; por�em, est~ao aqui inclusas apenas as nota�c~oes e nomenclaturas queconsideramos n~ao usuais, ou que merecem ser relembradas.Dado um grafo G = (V;E) n~ao orientado, onde jV j = n e jEj = m, uma �arvoreespalhada de G �e um subgrafo conexo e ac��clico de G com n v�ertices e n � 1 arestas.Duas arestas s~ao ditas paralelas se possuem seus dois extremos em comum, como asmostradas na �gura 1.1. Chamamos de possuem arestas paralelas (ou m�ultiplas). Dadoum multigrafo ponderado G e um conjunto de arestas pertencentes a G e paralelas entresi, dizemos que estas arestas s~ao cont��guas se e somente se n~ao existe outra aresta queseja paralela �as arestas desse conjunto e que tenha peso menor do que o peso da arestamais pesada do conjunto. Ou seja, s~ao um bloco de arestas vizinhas em uma ordena�c~aopor pesos e as arestas de menor peso sempre fazem parte do conjunto. Na �gura 1.1, asarestas a e b e as arestas a, b e c formam conjuntos de arestas cont��guas entre si. Mas



1.4. Estrutura do texto 4n~ao formam um conjunto de arestas cont��guas as arestas a e c, e nem as arestas b e c.
b

a

c

w =1
a

w =3
b

w =5
c

Figura 1.1: Arestas paralelas.Representamos uma aresta pelo par de v�ertices que a de�nem. Ou seja, se os v�erticesx e y s~ao os extremos de uma aresta e, ent~ao e = (x; y). Dado um grafo G = (V;E),usamos jGj para representar o n�umero de v�ertices jV j e jjGjj para representar o n�umerode arestas jEj. Dado G = (V;E) e um conjunto S, tal que S � V , usamos G[S] paradenotar o subgrafo de G induzido pelos v�ertices de S. Para grafos ponderados usaremosw(e) para denotar o peso de uma aresta e e wp(e; ie) para denotar o peso penalizado de e,onde ie �e o n�umero de vezes que um elemento e foi utilizado.1.4 Estrutura do textoComo mencionamos, o objetivo principal desta disserta�c~ao foi estudar kMSTc. Para isso,�zemos abordagens te�oricas e experimentais que mostraremos em detalhes no decorrerdeste trabalho. Al�em disso, aplicamos a estrat�egia de solu�c~ao encontrada para kMSTcpara outros problemas combinat�orios de congestionamento.No pr�oximo cap��tulo ser~ao tratados os aspectos te�oricos do problema kMSTc. Ser~aoapresentados uma redu�c~ao polinomial de kMSTc para kMSTd, um algoritmo polinomialpara kMSTd, um algoritmo polinomial para kMSTc baseado no algoritmo para kMSTd eas respectivas an�alises de complexidade.Os aspectos experimentais de kMSTc ser~ao abordados no cap��tulo 3. Neste cap��tulo,veremos a descri�c~ao de algumas heur��sticas e as compara�c~oes (de desempenho e de quali-dade) entre as heur��sticas propostas e o algoritmo exato.Ap�os explorarmos kMSTc, te�orica e experimentalmente, no cap��tulo 4 exploraremosoutros problemas combinat�orios de congestionamento, como o problema dos caminhosm��nimos, o problema dos emparelhamentos e o problema dos roteamentos.Por �m, no cap��tulo de conclus~oes resumimos as contribui�c~oes deste trabalho e o queenxergamos no horizonte dos trabalhos futuros.



Cap��tulo 2�Arvores m��nimas: algoritmos exatosUm problema combinat�orio que envolve congestionamentos �e: dado um grafo ponderadoG = (V;E) e um inteiro k, encontrar k �arvores espalhadas T1; T2; : : : ; Tk de G, tal queo peso total penalizado seja m��nimo. Este problema, que chamamos de kMSTc, ser�aabordado e resolvido neste cap��tulo.2.1 Abordagens iniciaisPara encontrarmos uma solu�c~ao para kMSTc, que foi o primeiro problema combinat�oriode congestionamento em que trabalhamos, tentamos v�arios caminhos. O primeiro delesfoi modelar kMSTc usando 
uxo em redes. Por�em, nesta abordagem n~ao conseguimosgarantir que as arestas retornadas como resposta pudessem ser particionadas em k �arvoresespalhadas. Outra tentativa foi usar programa�c~ao inteira para modelar kMSTc.2.1.1 Abordagem combinat�oriaResolver kMSTc implica minimizar a express~ao� = kXj=1 Xe2Tj wp(e; ie) (2.1)Observe que se uma aresta e pertence a ie �arvores, ela contribuir�a ie vezes com wp(e; ie)para o somat�orio da equa�c~ao 2.1. Portanto a fun�c~ao a ser minimizada pode ser reescritacomo � = Xe2E iewp(e; ie) (2.2)5



2.2. Uma solu�c~ao para kMSTc 6Dado que wp(e; ie) deve ser crescente em fun�c~ao de ie para caractecterizar um conges-tionamento, ent~ao kMSTc pode ser reduzido a um problema de programa�c~ao n~ao-linearinteira, mas estes problemas s~ao em geral NP-dif��ceis [16].Apesar de nossas abordagens iniciais sugerirem a n~ao existência de um algoritmoe�ciente para o problema, encontramos um algoritmo polinomial para kMSTc.2.2 Uma solu�c~ao para kMSTcUma das estrat�egias para resolver um problema de solu�c~ao desconhecida �e reduzi-lo aum problema conhecido. A solu�c~ao encontrada para o kMSTc consiste em reduzi-lo aoproblema kMSTd. O kMSTd consiste em: dado um multigrafo ponderado G0 = (V;E 0) eum inteiro k, encontrar k �arvores espalhadas de G0, tal que estas �arvores sejam disjuntasnas arestas e tal que o peso da solu�c~ao seja m��nimo. Ou seja, queremos k �arvores disjuntasT1; T2; : : : ; Tk, tal que Pkj=1Pe2Tj w(e) seja m��nimo.A redu�c~ao consiste em, dadas as entradas para kMSTc, um grafo ponderadoG = (V;E)e um inteiro k, construir o multigrafo G0 = (V;E 0), tal que para cada aresta e = (x; y) 2 Eexistem k arestas, e1 = (x; y); e2 = (x; y); : : : ; ek = (x; y), em E 0, onde o peso da arestaej �e dado por w(ej) = jwp(e; j)� (j � 1)wp(e; j � 1) para 1 � j � kOnde wp(e; j) = 0. A �gura 2.1 exempli�ca a constru�c~ao do grafo G0. A �gura 2.1.a�e o grafo ponderado original G e a �gura 2.1.b �e o grafo G0 para k = 3. No exemplo, sew(e) = 3 e wp(e; j) = jw(e), ent~ao os pesos das arestas e1, e2 e e3 ser~ao, respectivamente,w(e1) = 3, w(e2) = 9 e w(e3) = 15. Construir o grafo G0 custa O(n+ km) = O(km).
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(a) (b)Figura 2.1: Constru�c~ao de G0 para k = 3.Os problemas kMSTc e kMSTd est~ao diretamente relacionados, pois dada uma solu�c~aoX para kMSTc, podemos facilmente construir uma solu�c~ao Y para kMSTd (e vice-versa),



2.3. Um algoritmo para kMSTd em grafos 7tal que X e Y tenham o mesmo peso. Para isto basta fazer cada �arvore da resposta Xcorresponder a uma �arvore disjunta em Y , desde que esta correspondência observe a ordemde peso das arestas (isto �e, devem ser usadas apenas arestas cont��guas). Por exemplo,sendo uma aresta e usada j vezes em X de kMSTc, na solu�c~ao Y para kMSTd devemosusar as arestas cont��guas e1; e2; : : : ; ej. Assim, a contribui�c~ao de e para o peso total deX e a contribui�c~ao de e para o peso total de Y ser~ao de mesmo valor. Isto �e f�acil de sernotado quando o valor destas contribui�c~oes �e expandido. A contribui�c~ao de e para X �ejwp(e; j), e para Y �e Pkj=1 jwp(e; j)� (j � 1)wp(e; j � 1), para 1 � j � k. Se abrirmos osomat�orio veremos que Pkj=1 jwp(e; j)� (j � 1)wp(e; j � 1) = jwp(e; j).�E importante lembrar que toda solu�c~ao m��nima para kMSTd deve conter apenas arestascont��guas, caso contr�ario facilmente constru��mos outra solu�c~ao de menor peso. Podemosexecutar uma constru�c~ao inversa �a do par�agrafo anterior para construir uma resposta parakMSTc a partir de uma resposta para kMSTd, ambas com o mesmo peso.Teorema 2.1 Os problemas kMSTc e kMSTd s~ao equivalentes.Prova. Como sabemos construir uma resposta para kMSTc a partir de uma resposta parakMSTd e vice-versa, provar que kMSTc e kMSTd s~ao problemas equivalentes implicaapenas mostrar que para toda solu�c~ao m��nima X de kMSTc, a solu�c~ao Y correspondente�e m��nima para kMSTd (e vice-versa).Se X �e uma solu�c~ao �otima para kMSTc e Y n~ao �e �otima para kMSTd, ent~ao existeuma solu�c~ao Y 0, tal que Y 0 < Y . Se existe Y 0, podemos construir uma solu�c~ao com omesmo peso que Y 0 para kMSTc, digamos X 0, tal que X 0 < X, contradizendo a hip�otesede otimalidade de X. O mesmo racioc��nio pode ser usado para mostrar que a solu�c~aocorrespondente a uma solu�c~ao �otima para kMSTd �e uma solu�c~ao �otima para kMSTc. 2Ent~ao, se tivermos um algoritmo polinomial para kMSTd, teremos um algoritmo poli-nomial para kMSTc. Nas pr�oximas duas se�c~oes, veremos um algoritmo O(m logm+k2n2)para kMSTd. Primeiro veremos um algoritmo para grafos (se�c~ao 4.3) e a seguir veremosa extens~ao deste algoritmo para multigrafos (se�c~ao 4.4).2.3 Um algoritmo para kMSTd em grafosNesta se�c~ao vamos mostrar um algoritmo proposto por Roskind e Tarjan para resolverkMSTd em grafos. Para simplicidade do texto, nesta se�c~ao vamos usar kMSTd para nosreferir especi�camente ao problema em grafos. O problema em multigrafos ser�a abordadona pr�oxima se�c~ao.



2.3. Um algoritmo para kMSTd em grafos 8O problema kMSTd foi inicialmente estudado por Tutte [23] e por Nash-Williams [20],que encontraram independentemente uma condi�c~ao necess�aria e su�ciente para a exis-tência de k �arvores espalhadas de G que fossem disjuntas nas arestas.Teorema 2.2 (Tutte e Nash-Williams) Um grafo G = (V;E) possui k �arvores espalhadasdisjuntas nas arestas se e somente se para toda parti�c~ao P de VjEGhP ij � k(jP j � 1)onde EGhP i �e o conjunto das arestas de G que possuem extremos em componentes dis-tintas de P e jP j �e o n�umero de componentes de P . 2Uma prova para o teorema 2.2, mais simples do que as originais, pode ser encontradaem [8]. Outra prova, esta algor��tmica, para o teorema foi dada por Feo�lo� e Lucchesi [10].O teorema serviu ainda como base para diversos outros trabalhos relacionados, como porexemplo o trabalho de Francisco Barahona [26].Edmonds [9] e Clausen e Hansen [6] mostraram que kMSTd pode ser representadopor um matr�oide M = (E; I) (veja o apêndice A para a de�ni�c~ao de matr�oides), ondeE �e o conjunto de arestas de um grafo ponderado G = (V;E) e I �e o conjunto de todosos subconjuntos A � E, tal que A pode ser particionado em k 
orestas. O conjunto I�e chamado conjunto dos conjuntos independentes e o teste que de�ne se A pertence a I�e chamado teste de independência. Dado que kMSTd �e um matr�oide, ent~ao existe umalgoritmo guloso para encontrar um conjunto A maximal e de peso m��nimo (esta �e umapropriedade dos matr�oides). Repare que tal conjunto A �e uma solu�c~ao �otima para kMSTd:pois �e maximal (a adi�c~ao de mais uma aresta ao conjunto implicar�a cria�c~ao de ciclos empelo menos uma das k 
orestas) e tem peso m��nimo.Roskind e Tarjan [22] resolveram kMSTd apresentando uma implementa�c~ao e�cientede um algoritmo guloso para o matr�oide M = (E; I). Em poucas palavras, o algoritmoguloso consiste em construir uma ordena�c~ao das arestas de E, e segundo esta ordena�c~aoadicionar arestas, digamos e, a um conjunto, digamos �, enquanto � [ feg puder serparticionado em k 
orestas.Algoritmo guloso� ;Ordenar as arestas de G em ordem n~ao decrescente de pesosPara cada aresta e tomada segundo a ordena�c~aoSe � [ feg 2 I� � [ fegFim Se



2.3. Um algoritmo para kMSTd em grafos 9Fim ParaRetornar �FimComo o algoritmo proposto por Roskind e Tarjan para kMSTd �e a base para a solu�c~aode kMSTc, nas pr�oximas se�c~oes vamos descrevê-lo detalhadamente. Para isto, veremoscomo �e feito o teste de indepêndencia que determina se um conjnto de arestas pode serparticionado em k 
orestas, veremos as estruturas de dados necess�arias para construirestas parti�c~oes e, por �m, veremos a implementa�c~ao completa e a respectiva an�alise decomplexidade.As subse�c~oes desta se�c~ao est~ao fortemente baseadas no artigo de Roskind e Tarjan,onde fortemente baseadas signi�ca que utilizamos a mesma divis~ao de lemas e teoremas eque alguns dos lemas e respectivas demonstra�c~oes apresentadas s~ao simples tradu�c~oes dotexto que consta em [22].2.3.1 Teste de independênciaPor teste de independência entende-se, dado um conjunto independente � 2 I e um el-emento e, veri�car se � [ feg tamb�em pertence a I. Para o problema kMSTd, � �e umconjunto de arestas que podem ser particionadas em k 
orestas e mostrar que � [ feg�e independente signi�ca encontrar uma parti�c~ao de � [ feg em k 
orestas. Para isto,podemos aproveitar o fato de conhecermos uma parti�c~ao de � em k 
orestas e apenasatualizar esta parti�c~ao, de modo que a aresta e possa ser adicionada �a essa nova parti�c~aosem criar ciclos. Para mostrar como encontrar tal atualiza�c~ao precisamos de�nir o que �euma seq�uência aumentante, entre outras de�ni�c~oes.Se F �e uma 
oresta e e = (v; w) �e uma aresta tal que v e w est~ao numa mesma �arvorede F , de�nimos F (e) como o caminho em F que une v a w. Note que como F �e uma
oresta este caminho �e �unico. De�nimos i+ como (i mod k) + 1, onde i �e um inteiroqualquer. Chamamos de seq�uência de troca uma seq�uência de arestas e0; e1; : : : ; el, talque ej+1 2 Fj+(ej), para todo j 2 f0; 1; : : : ; l� 1g. Dizemos que uma seq�uência de troca �eaumentante se e0 n~ao est�a em nenhuma das 
orestas F1; F2; : : : ; Fk e se os extremos deel est~ao em �arvores diferentes de Fl+.Dada uma seq�uência aumentante e0; e1; : : : ; el e k 
orestas F1; F2; : : : ; Fk, atualizamosas 
orestas e aumentamos o tamanho de � = [ki=1Fi fazendo Fj+  Fj+ [ fejg� fej+1g,para todo j 2 f0; 1; : : : ; l � 1g, e adicionando a aresta el �a 
oresta Fl+. Chamamos esteprocesso de atualiza�c~ao.Para entender as de�ni�c~oes acima, vejamos um exemplo. Queremos incluir a aresta(a; b) na parti�c~ao de arestas mostrada na �gura 2.2, mas n~ao podemos fazê-lo diretamente



2.3. Um algoritmo para kMSTd em grafos 10pois ela cria um ciclo em todas as 
orestas. Por�em, podemos fazê-lo indiretamente atrav�esda seq�uência aumentante (a; b); (a; c); (c; d).
a aa

b b b

c c cd d de ee

F F F
1 2 3Figura 2.2: Parti�c~ao em três 
orestas.A seq�uência de arestas (a; b); (a; c); (c; d) �e uma seq�uência aumentante para a parti�c~aomostrada na �gura 2.2, pois a aresta (a; b) n~ao est�a em nenhuma das 
orestas, (a; c) 2F1(a; b), (c; d) 2 F2(a; c) e os extremos de (c; d) est~ao em �arvores diferentes de F3, comoexigem as condi�c~oes para que uma seq�uência seja aumentante. A �gura 2.3 mostra as
orestas F1, F2 e F3 ap�os a sua atualiza�c~ao. No exemplo �zemos F1  F1 [ fe0g� fe1g,F2  F2 [ fe1g � fe2g e F3  F3 [ fe2g.

a aa

b b b

c c cd d de ee

F F F
1 2 3Figura 2.3: Parti�c~ao ap�os a atualiza�c~ao.O teste de independência de �[fe0g consiste em procurar uma seq�uência aumentante.Se encontrarmos, fazemos a respectiva atualiza�c~ao e continuamos com a execu�c~ao doalgoritmo. Mas, se n~ao encontrarmos uma seq�uência aumentante, ent~ao provamos que� [ fe0g n~ao �e independente (isto ser�a provado no lema 2.3).Para procurar uma seq�uência aumentante, usamos um algoritmo para rotula�c~ao dearestas. O algoritmo consiste basicamente em uma busca em largura nas arestas \al-can�c�aveis" por uma seq�uência de troca que come�ca com a aresta e0. Para marcarmos seuma aresta j�a foi alcan�cada, atribu��mos �a aresta um r�otulo, que �e o \nome"da aresta quea alcan�cou pela primeira vez. Uma vez atribu��do um r�otulo para uma aresta, o valor deste



2.3. Um algoritmo para kMSTd em grafos 11n~ao muda at�e o �m do processo de rotula�c~ao. No in��cio da fase de rotula�c~ao todas asarestas te êm seu r�otulo igual a null.Para manipular os r�otulos durante o algoritmo usamos a fun�c~ao label(e). Esta fun�c~aoretorna o r�otulo da aresta e, se a aresta e ainda n~ao tem um r�otulo, ent~ao label(e) = null.E ainda, label(e) e0 denota a atribui�c~ao do r�otulo e0 �a aresta e. No algoritmo tamb�emusamos a fun�c~ao index(e) para retornar o ��ndice i de uma 
oresta Fi, tal que a arestae 2 Fi. Se n~ao existir tal 
oresta (ocorre se e = e0), ent~ao de�nimos que index(e) = 0.Usamos ainda uma �la para implementar a busca em largura.Vejamos como �e o algoritmo de rotula�c~ao que testa a independência de �[fe0g, onde� �e a uni~ao das 
orestas F1; F2; : : : ; Fk.Algoritmo de rotula�c~aoCrie uma �la e a inicialize com e0Enquanto a �la n~ao estiver vaziaTire a primeira aresta, digamos e = (v; w), da �lai = (index(e) mod k) + 1Se v e w est~ao em �arvores diferentes de FiPare, pois h�a uma seq�uência aumentante.Sen~aoPara toda aresta e0 em Fi(e) que ainda n~ao foi rotulada fa�calabel(e0) eFim ParaAdicione estas arestas �a �la na ordem que aparecem em Fi(e)Fim SeFim EnquantoFimA �gura 2.4 mostra como �caram os r�otulos das 
orestas da �gura 2.2 ap�os a execu�c~aodo algoritmo de rotula�c~ao com rela�c~ao �a aresta e0 = (a; b). Na �gura 2.4, os ��ndices dasarestas representam a ordem em que as arestas foram rotuladas e, conseq�uentemente,processadas. Neste exemplo encontramos uma seq�uência aumentante ap�os processar cincoarestas ((a; b), (a; c), (b; c), (a; d) e (c; d)) e rotular sete arestas ((a; c), (b; c), (a; d) , (c; d),(b; d), (a; e) e (d; e)). O algoritmo parou quando processou a aresta (c; d), que pertence aF2, e veri�cou que os v�ertices c e d pertenciam a 
orestas diferentes de F3.Se o algoritmo de rotula�c~ao parar por ter encontrado uma aresta e, tal que os extremosde e est~ao em �arvores diferentes de uma 
oresta F , podemos construir facilmente a re-spectiva seq�uência aumentante executando o algoritmo a seguir.
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1 Figura 2.4: Florestas rotuladas.Algoritmo de recupera�c~aoEnquanto label(e)6=e0Coloque e no come�co da lista.Fa�ca e label(e)Fim EnquantoColoque e0 no come�co da lista.Retorne a lista.FimA execu�c~ao do algoritmo de recupera�c~ao nas 
orestas rotuladas da �gura 2.4 retornariaa seq�uência aumentante (a; b); (a; c); (c; d). Esta seq�uência �e a mesma que usamos paraadicionar a aresta (a; b) �as 
orestas da �gura 2.2, resultando nas 
orestas mostradas na�gura 2.3.O algoritmo de rotula�c~ao pode parar por dois motivos. Primeiro, se encontrou umaseq�uência aumentante (como no exemplo acima). Neste caso podemos fazer a respectivaatualiza�c~ao e continuar com a execu�c~ao do algoritmo guloso testando a independência daaresta seguinte a e0 na ordena�c~ao por pesos.O segundo motivo pelo qual o algoritmo de rotula�c~ao pode parar �e se a �la �car vazia.Neste caso o lema 2.3 mostra que � [ fe0g n~ao �e independente. Ou seja, � [ fe0g n~aopode ser particionado em k 
orestas.Lema 2.3 Se o algoritmo p�ara devido a �la estar vazia, ent~ao � [ fe0g �e dependente.Prova. Queremos mostrar que se o algoritmo parou porque a pilha �cou vazia, três pro-priedades s~ao verdadeiras, e sendo verdadeiras implicam a dependência de � [ fe0g. Aprimeira propriedade �e que S1 = S2 = : : : = Sk, onde Si �e o conjunto dos v�ertices tocadospelas arestas rotuladas de Fi. A segunda �e que os extremos de e0 est~ao contidos em S,



2.3. Um algoritmo para kMSTd em grafos 13onde S �e o valor comum de S1; S2; : : : ; Sk. E a terceira �e que as arestas rotuladas de Fiformam uma �arvore espalhada de S, para todo i 2 f1; 2; : : : ; kg.Para veri�car as duas primeiras condi�c~oes, chamamos de ei uma aresta rotulada qual-quer de Fi. Dado que o passo de rotula�c~ao foi aplicado a ei sem encontrar uma seq�uênciaaumentante, os extremos de ei est~ao na mesma �arvore de Fi+ e toda aresta que per-tence ao caminho Fi+(ei) �e rotulada. Isto implica que Si � Si+ e, por indu�c~ao, queS1 = S2 = : : : = Sk. O mesmo argumento mostra que os extremos de e0 est~ao em S1 = S.Para veri�car a terceira e �ultima condi�c~ao devemos mostrar que existe um caminho dex at�e y em Fi composto apenas por arestas rotuladas para todo i 2 f1; 2; : : : ; kg, onde x �eum dos extremos de e0 e y �e um v�ertice pertencente a S. Vamos supor que isto n~ao sejaverdade, ou seja, existe e 2 Fi+ tal que para algum extremo x de e0 e para algum extremoy de e (e �e uma aresta rotulada), n~ao existe um caminho unindo x a y em Fi+ que sejacomposto apenas por arestas rotuladas. Seja e0 o rotulo da aresta e (ou seja, e 2 Fi+(e0)e e n~ao havia sido rotulada at�e a aplica�c~ao da rotula�c~ao usando e0). Por constru�c~ao e-xiste um caminho de arestas rotuladas em Fi ligando x e um extremo de e0, digamos z.Cada aresta deste caminho de�ne um caminho de arestas rotuladas em Fi+, ent~ao, x ez s~ao ligados por caminhos de arestas rotuladas em Fi+. Uma vez que tanto y (porquee 2 Fi+(e0) e y �e um dos extremos de e) quanto z (porque z �e um dos extremos de e0)pertencem a Fi+(e0), onde todas as arestas s~ao rotuladas, tamb�em existe um caminho dearestas rotuladas entre y e z em Fi+. Ent~ao x e y s~ao ligados por um caminho de arestasrotuladas em Fi+, o que contradiz a hip�otese. A contradi�c~ao gerada prova a validade daterceira condi�c~ao. As condi�c~oes implicam que �[ fe0g cont�em k(jSj � 1) + 1 arestas comambos os extremos em S. Portanto � [ fe0g �e dependente, dado que qualquer conjuntopara ser independente deve ter no m�aximo k(jSj � 1) arestas com ambos os extremos emS. 2J�a mostramos que o algoritmo de rotula�c~ao encontra uma seq�uência aumentante oumostra que � [ fe0g n~ao pode ser particionado em k 
orestas. Deste modo, resta apenasmostrar que, dada uma seq�uência aumentante, o processo de atualiza�c~ao das 
orestasresultar�a em k 
orestas.Dada uma uma seq�uência aumentante e0; e1; : : : ; el e k 
orestas F1; F2; : : : ; Fk �e intu-itivo que a atualiza�c~ao resultar�a em um novo conjunto independente quando l � k. Por�emisto nem sempre �e verdade. Para simpli�car uma prova gen�erica precisamos de�nir o que�e uma seq�uência aumentante minimal.Uma seq�uência aumentante e0; e1; : : : ; el �e minimal se n~ao existem i e j tais que j >i + 1 e ej 2 Fi+(ei). O lema 2.4 mostra que toda seq�uência aumentante encontrada peloalgoritmo de rotula�c~ao �e minimal.



2.3. Um algoritmo para kMSTd em grafos 14Lema 2.4 Se o algoritmo de rotula�c~ao encontrou uma seq�uência aumentante, esta �eminimal.Prova. Para provarmos que uma seq�uência aumentante retornada pelo algoritmo de testede independência �e sempre minimal, vamos supor que o algoritmo retorne uma seq�uêncian~ao minimal e ent~ao mostrar a contradi�c~ao gerada.Dada uma seq�uência de arestas e0; e1; e1+1; : : : ; el n~ao minimal, existem i e j tais quej > i + 1 e que ej 2 Fi+(ei). Se ej 2 Fi+(ei) e j > i, ent~ao label(ej) = ei. Existeainda uma aresta ei+1 tal que label(ei+1) = ei. Como label(ej) = ei e label(ei+1) = ei, aseq�uência aumentante em quest~ao deveria ser ei; ei+1; : : : ; ei; ej, o que �e uma contradi�c~ao,pois uma aresta ei n~ao pode aparecer mais do que uma vez em uma seq�uência. 2O lema 2.5 mostra que uma atualiza�c~ao �e v�alida se a respectiva seq�uência �e aumentantee minimal.Lema 2.5 Ap�os uma atualiza�c~ao por uma seq�uência aumentante e minimal, toda 
orestaFi continua sendo uma 
oresta, para i 2 f1; 2; : : : ; kg.Prova. Seja e0; e1; : : : ; el uma seq�uência aumentante minimal, seja i 2 f1; 2; : : : ; kg, seja� o maior n�umero inteiro tal que i +�k � l e sejam Fi e F 0i , respectivamente, Fi antese depois de uma atualiza�c~ao. Considere o algoritmo mostrado na �gura 2.5 como sendoo algoritmo que manipula uma 
oresta F , inicialmente igual a Fi.AlgoritmoPara j = i; i+ k; i+ 2k; : : : ; i+�kAdicione ej�1 a F .Contraia o ciclo gerado de forma que da : : :: : : contra�c~ao resulte apenas um v�ertice.Fim ParaPara j = i+�k; i+ (�� 1)k; : : : ; iExpanda o ciclo formado em F pela adi�c~ao de ej�1.Retire ej de F .Fim ParaFim Figura 2.5: Algoritmo para manipula�c~ao de uma 
oresta F .Como a seq�uência aumentante �e minimal (conforme lema 2.4), cada passo de con-tra�c~ao combina dois ou mais v�ertices de F . (Isto �e, quando ej�1 �e adicionado a F , seusextremos ainda n~ao foram contra��dos juntos.) Isto implica que depois de cada contra�c~ao,ou expans~ao, F �e uma 
oresta cujas �arvores tocam o mesmo conjunto de v�ertices que as



2.3. Um algoritmo para kMSTd em grafos 15�arvores de Fi. O valor �nal de F �e F 0i se i 6= l+ ou F 0i � el se i = l+. Ambos os casosimplicam que F 0i �e uma 
oresta. 2Na pr�oxima se�c~ao vamos apresentar uma caracter��stica que implica na n~ao necessidadede executarmos o teste de independência (algoritmo de rotula�c~ao) para todas as arestas,permitindo assim melhorarmos o algoritmo apresentado.2.3.2 MoitasDizemos que um conjunto de v�ertices C forma uma moita1, se para toda 
oresta Fi, ondei 2 f1; 2; : : : ; kg, o grafo induzido por C em Fi �e uma �arvore. Ou seja, todo Fi possui umsubgrafo Ti que �e uma �arvore espalhada com rela�c~ao aos v�ertices do conjunto C.Se os extremos de uma aresta e pertencem a uma moita, podemos a�rmar que �[fegn~ao �e independente. �E facil veri�car esta a�rma�c~ao, pois para � [ feg ser independenteprecisar��amos particionar k(jCj � 1) + 1 arestas em k 
orestas (onde jCj �e o n�umero dev�ertices de cada 
oresta), o que sabemos ser imposs��vel, dado que o n�umero m�aximo dearestas de uma uni~ao de k 
orestas �e k(jCj � 1).Lema 2.6 Se durante o processo de busca por uma seq�uência aumentante um conjuntode v�ertices C forma uma moita com rela�c~ao a � e � �e atualizado usando uma seq�uênciaaumentante, ent~ao C �e uma moita para o conjunto aumentado �0.Prova. Nenhuma das arestas que ligam os v�ertices de uma moita C e que pertencem auma 
oresta Fi de � pode pertencer a uma seq�uência aumentante. Uma vez que estasarestas permanecem intactas em todas as 
orestas, depois de uma atualiza�c~ao C continuasendo uma moita. 2O lema 2.6 �e direto, \uma vez moita, sempre moita". O lema a seguir mostra quemoitas maximais s~ao disjuntas com rela�c~ao aos v�ertices.Lema 2.7 Se dois conjuntos de v�ertices, A e B, s~ao moitas e contêm um v�ertice x emcomum, ent~ao A [B �e uma moita.Prova. Para quaisquer v�ertices y 2 A e z 2 B e qualquer i 2 [1 : : : k], existe uma caminhoem Fi de y at�e x contendo apenas v�ertices de A e outro caminho de x at�e z contendoapenas v�ertices de B, resultando que um caminho de y para z cont�em apenas v�ertices deA [ B. Portanto A [ B �e uma moita. 21Roskind e Tarjan usam o termo clump. Dentre as diversas poss��veis tradu�c~oes mantivemos moita,devido �as 
orestas, �arvores, : : :



2.3. Um algoritmo para kMSTd em grafos 16Como qualquer aresta que possua extremos na mesma moita n~ao pode estar em umaseq�uência aumentante, podemos modi�car o algoritmo para n~ao executar o algoritmo derotula�c~ao para as arestas com tal caracter��stica, pois tais buscas por uma seq�uência aumen-tante s~ao in�uteis. E se executamos o algoritmo de rotula�c~ao para uma aresta e0 = (x; y)e n~ao encontramos uma seq�uência aumentante, podemos a�rmar baseados na prova dolema 2.3 que x e y pertencem �a uma mesma moita. Neste caso o lema 2.7 garante quepodemos substituir as moitas que contêm x e y pela sua uni~ao. Quando iniciamos o algo-ritmo temos n moitas, onde cada moita corresponde a um, e apenas um, v�ertice do grafo.Usando esta estrat�egia, cada itera�c~ao do algoritmo de rotula�c~ao encontra uma seq�uênciaaumentante (aumentando �) ou une duas moitas (diminuindo o n�umero de moitas). Co-mo o n�umero de seq�uências aumentantes necess�arias para encontrar k �arvores espalhadasdisjuntas nas arestas �e k(n� 1) e como a uni~ao de moitas pode ocorrer no m�aximo n� 1vezes, o n�umero de itera�c~oes do algoritmo de rotula�c~ao ser�a no m�aximo k(n� 1)+ n� 1,implicando ordem O(kn).2.3.3 Estruturas de dadosO algoritmo deve armazenar as k 
orestas da solu�c~ao corrente. Representamos uma 
o-resta usando uma parti�c~ao dos v�ertices. Nesta representa�c~ao, se dois v�ertices pertencem�a uma mesma �arvore de uma 
oresta, ent~ao estes v�ertices pertencem �a uma mesma com-ponente da parti�c~ao. Antes de executarmos o algoritmo, inicializamos k parti�c~oes dev�ertices, onde cada parti�c~ao corresponde a uma 
oresta e possui n componentes, ondeum v�ertice diferente do grafo �e atribuido a cada componente. Em suma, ao iniciarmos oalgoritmo de Roskind e Tarjan temos k parti�c~oes de v�ertices, onde cada parti�c~ao tem ncomponentes e cada componente representa um v�ertice do grafo.Devemos tamb�em manter as moitas conhecidas. Para representar as moitas tamb�emusamos uma parti�c~ao dos v�ertices, mas neste caso fazemos com que cada componente daparti�c~ao represente uma moita. Ou seja, se dois v�ertices pertencem a mesma moita, ent~aoeles pertencem �a mesma componente da parti�c~ao.Precisamos ent~ao de k + 1 parti�c~oes, k para representar as 
orestas e uma para ar-mazenar as moitas conhecidas. S~ao duas as opera�c~oes necess�arias para manipular estasestruturas.�nd(v): Retorna o ��ndice da componente que cont�em o v�ertice v.union(v,w): Une as componentes que contêm v e w, e atribui um ��ndice para a novacomponente. A opera�c~ao destr�oi as componentes antigas.Vamos usar find0 e union0 para denotar as opera�c~oes relativas �as moitas e findi eunioni para as opera�c~oes que manipulam a 
oresta Fi.Usando estas estruturas, para sabermos se uma aresta e = (x; y) tem seus extremos na



2.3. Um algoritmo para kMSTd em grafos 17mesma �arvore de uma 
oresta Fi, basta veri�carmos se findi(x) = findi(y). Da mesmaforma, para sabermos se a aresta e pertence a uma moita, veri�camos se find0(x) =find0(y). Para implementar tais estruturas podemos usar um vetor com n posi�c~oes, ondearmazenamos o ��ndice da componente de cada um dos n elementos. A inicializa�c~ao dovetor gasta �(n) e consiste em atribuir i para cada posi�c~ao i do vetor. A opera�c~ao �nd(v)gasta �(1), pois apenas lê o valor da posi�c~ao v do vetor. A opera�c~ao union(v,w), por suavez, gasta O(n), pois consiste em fazer i  find(v), j  find(w) e percorrer o vetorlinearmente atribuindo i �as posi�c~oes do vetor cujo valor �e j. Para o nosso caso basta umaimplementa�c~ao t~ao simples quanto esta, pois apesar de existirem implementa�c~oes maisso�sticadas, a utiliza�c~ao destas n~ao implica melhora no tempo assint�otico de execu�c~ao doalgoritmo. Mas nos testes pr�aticos que �zemos usamos implementa�c~oes mais complexas.Precisamos armazenar para todas as arestas e de G as informa�c~oes label(e) e index(e).Vamos considerar que tanto a leitura quanto a escrita destas informa�c~oes gaste tempo�(1).Na pr�oxima se�c~ao vamos descrever o algoritmo de Roskind e Tarjan e sua implemen-ta�c~ao.2.3.4 O algoritmo para kMSTd em grafos e sua complexidadeUma caracter��stica importante do algoritmo de Roskind eTarjan �e usar uma propriedadedas arestas rotuladas para ser mais e�ciente. Esta propriedade �e aproveitada no trechodo algoritmo que rotula as arestas. Sendo e0 = (x; y), chamamos de raiz um v�erticearbitrariamente escolhido entre x e y, digamos x, e denotamos por Ti a �arvore de Fi quecont�em a raiz x.Lema 2.8 As arestas rotuladas em Fi formam uma �arvore que toca o v�ertice x e consisteem um subgrafo de Ti. Esta �arvore pode inclusive ser igual a Ti. E quando uma arestae = (v; w) �e processada no passo de rotula�c~ao, pelo menos um dos v�ertices v e w �e tocadopor uma aresta rotulada de Ti, onde i = (index(e) mod k) + 1.Prova. Se rotularmos as arestas numa ordem tal que a primeira aresta a ser rotulada �esempre a que compartilha um v�ertice com outra aresta anteriormente rotulada, a primeiraparte do lema �e imediata, visto que quando �e rotulada qualquer aresta de Fi tem x comoextremo ou compartilha um extremo com uma aresta j�a rotulada em Fi (no algoritmoesta propriedade ser�a implementada por um mecanismo de pilha). Prova-se a segundaparte por indu�c~ao no n�umero de arestas processadas. Seja e = (v; w) uma aresta proces-sada, x 2 fv; wg ou existe pelo menos uma aresta anteriormente processada em Fi comum extremo em comum com e, digamos v. Ent~ao v est�a em Ti pela hip�otese de indu�c~ao. 2



2.3. Um algoritmo para kMSTd em grafos 18A contribui�c~ao do lema 2.8 para a e�ciência �e que para rotular as arestas em Fi(e),onde e = (v; w), podemos simplesmente veri�car qual dos v�ertices de e n~ao �e extremode uma aresta anteriormente rotulada, digamos v. Assim, resta tra�car um caminho dev at�e x (v�ertice raiz) e rotular as arestas que pertencem a este caminho e que aindan~ao foram rotuladas. (Se tanto v quanto w forem extremos de uma aresta j�a rotuladaent~ao n~ao existem arestas para serem rotuladas.) Mas �e importante que estas arestassejam adicionadas �a �la de forma que sempre compartilhem um extremo com uma arestarotulada, ou seja, no sentido que aparecem no caminho de x para v.Para facilitar o trabalho de tra�car um caminho de v at�e x, vamos fazer uma pr�e-computa�c~ao antes de executarmos a rotula�c~ao. Neste processamento armazenamos o valorda fun�c~ao \pai" pi(v) para todo v�ertice v em Ti, onde pi(v) �e o vizinho de v no caminho dev at�e x em Ti. Por exemplo, se existe um caminho em Ti, tal que para ir do v�ertice b parao v�ertice raiz x usamos a aresta (a; b), ent~ao pi(b) = a. De�nimos ainda que pi(x) = x epi(v) = null se v =2 Ti.A �gura 2.6 mostra o algoritmo completo de Roskind e Tarjan. As entradas do al-goritmo s~ao um grafo G = (V;E) e um inteiro k, e o retorno �e o conjunto de arestas(independente, maximal e de peso m��nimo) �. Se conhecemos tal conjunto � de arestas,podemos facilmente construir as k 
orestas F1; F2; : : : ; Fk, onde � = [ki=1Fi, chamandoindex(e) para cada aresta e 2 �.Como sabemos que ordenar as arestas de E custa O(m logm) e vimos na se�c~ao 2.3.2que o n�umero de execu�c~oes da rotula�c~ao �e limitado por O(kn), para facilitar a an�alise decomplexidade podemos dividir o la�co Para, que possui m itera�c~oes, em dois blocos. Umbloco que n~ao executa a rotula�c~ao (O(m� kn) itera�c~oes) e outro que executa a rotula�c~ao(O(kn) itera�c~oes). Como as opera�c~oes �nd usam tempo constante, o tempo de execu�c~aodo primeiro bloco �e O(m). Assim o tempo total de execu�c~ao do algoritmo �e O(m logm+m+kn�f(k; n;m)) = O(m logm+kn�f(k; n;m)), onde f(k; n;m) �e o tempo de execu�c~aodo algoritmo de rotula�c~ao.O algoritmo requer duas inicializa�c~oes, mas o tempo de execu�c~ao destas �e dominadopelo tempo de ordena�c~ao das arestas e pelo n�umero de execu�c~oes do algoritmo de rotula�c~ao.As inicializa�c~oes s~ao: criar as k + 1 parti�c~oes com n componentes (gasta tempo O(kn))e fazer index(e) 0 para toda aresta e (O(m)).O trecho do algoritmo que faz a rotula�c~ao (interno ao condicional Se find0(x) 6=find0(y)) requer tamb�em três inicializa�c~oes. Primeiro, inicializar a �la com e0, que custatempo constante. Segundo, fazer label(e) null para toda e 2 �, que gasta O(kn), dadoque j�j � k(n�1). E por �m, computar a fun�c~ao pai, que consiste em fazer uma busca emprofundidade em cada uma das k 
orestas, sabemos que fazer uma busca em profundidadeem um grafo qualquer �e linear no tamanho do grafo (O(n+m)) [7]. Como os grafos emquest~ao s~ao 
orestas (m < n), cada busca custa O(n). Sendo k o n�umero de buscas, uma



2.3. Um algoritmo para kMSTd em grafos 19Algoritmo de Roskind e TarjanOrdenar as arestas de E em ordem n~ao decrescente de pesos� ;Para cada e0 = (x; y) 2 E, tomada segundo a ordena�c~ao fa�caSe find0(x) 6= find0(y)//Inicializa�c~oes para rotula�c~aoInicialize a �la com e0Inicialize com null todas as arestas que pertencem a �Compute a fun�c~ao pai usando x como raiz//Processo de rotula�c~aoEnquanto a �la n~ao estiver vaziaRetire a aresta e = (v; w) da �lai = (index(e) mod k) + 1Se findi(v) 6= findi(w)Saia do la�coSen~aoSe label(v; pi(v)) = nullu vSen~aou wFim SeRepita at�e u = x ou label(u; pi(u)) 6= nullColoque (u; pi(u)) na pilhau pi(u)Fim RepitaRepita at�e esvaziar a pilhaRetire e0 da pilhalabel(e0) = eColoque e0 na �laFim RepitaFim SeFim EnquantoSe findi(v) 6= findi(w)Construa uma seq�uência aumentanteFa�ca a respectiva atualiza�c~aoSen~aounion0(x; y)Fim SeFim SeFim ParaRetornar �Fim Figura 2.6: Algoritmo de Roskind e Tarjan.



2.3. Um algoritmo para kMSTd em grafos 20para cada �arvore, gastamos O(kn) para computar a fun�c~ao pai. Portanto o tempo gastocom as inicializa�c~oes do algoritmo de rotula�cao �e O(1 + kn + kn) = O(kn).Feitas as inicializa�c~oes para a rotula�c~ao, devemos observar que o n�umero de itera�c~oesdo la�co Enquanto �e de O(j�j) = O(kn), dado que uma aresta �e adicionada �a �la apenasuma vez por execu�c~ao do algoritmo de rotula�c~ao. Repare ainda que uma itera�c~ao do la�coEnquanto que n~ao rotula nenhuma aresta gasta �(1) e que uma itera�c~ao que rotulax arestas gasta O(x) e implica mais x itera�c~oes do la�co Enquanto. Sabemos que umaexecu�c~ao da rotula�c~ao n~ao pode ter mais do que k(n�1) itera�c~oes que n~ao rotulam arestas,pois cada uma destas itera�c~oes consome uma aresta da �la e o n�umero m�aximo de arestasque pode ser adicionado �a �la �e k(n�1), dado que existem no m�aximo k(n�1) arestas em� e uma aresta de � s�o �e adicionada uma vez �a �la. Como cada uma destas itera�c~oes gasta�(1), o tempo total gasto com elas �e O(k(n� 1)) = O(kn). Com rela�c~ao �as itera�c~oes querotulam, podemos a�rmar que elas n~ao rotulam mais do que k(n � 1) arestas e portanton~ao gastam mais do que O(k(n � 1)) = O(kn) de tempo total. Como s�o ocorrem estesdois tipos de itera�c~ao, as que rotulam e as que n~ao rotulam, podemos a�rmar que o tempogasto no la�co Enquanto �e O(kn+ kn) = O(kn).Uma vez que a rotula�c~ao foi executada, ou encontramos uma seq�uência aumentante,ou fazemos uma uni~ao de moitas. No primeiro caso devemos construir a seq�uência au-mentante encontrada (para isto podemos usar o algoritmo dado na p�agina 12). Como otempo de execu�c~ao do algoritmo �e proporcional ao tamanho da seq�uência, que �e limita-do pelo tamanho de �, ent~ao podemos concluir que construir uma seq�uência aumentantegasta O(kn). Ap�os encontrarmos uma seq�uência devemos fazer a respectiva atualiza�c~ao.Dada a lista de arestas, que representa a seq�uência aumentante, atualizamos as 
orestasexecutando o algoritmo mostrado na �gura 2.7.Algoritmo para atualiza�c~aoi 0Repita at�e a lista �car vaziaremova a aresta e = (v; w) do come�co da listaindex(e) i+i i+ 1Fim Repitaunioni mod k(v; w)Fim Figura 2.7: Algoritmo para atualiza�c~ao.Na atualiza�c~ao fazemos O(kn) itera�c~oes do la�co Repita (onde cada itera�c~ao gastatempo constante) e uma chamada a union (que gasta O(n)). Assim a atualiza�c~ao �e feitaem O(kn+ n) = O(kn).



2.4. Adapta�c~ao do algoritmo de Roskind e Tarjan para multigrafos 21Para o caso de n~ao termos encontrado uma seq�uência aumentante, precisamos apenasgastar O(n) fazendo uma chamada a union0.Resumindo, a fase de rotula�c~ao do algoritmo gasta O(kn) com inicializa�c~oes, gastatamb�em O(kn) no la�co Repita e gasta O(kn) para atualizar as 
orestas ou a moita,ent~ao o tempo total gasto com a execu�c~ao do algoritmo de rotula�c~ao �e O(kn). Lembrandoque o algoritmo de Roskind e Tarjan gasta O(m logm+ kn � f(k; n;m)), onde f(k; n;m)�e o tempo de execu�c~ao do algoritmo de rotula�c~ao, fechamos a an�alise de complexidade doalgoritmo concluindo que o tempo total de execu�c~ao do algoritmo �e O(m logm + k2n2).Isto completa a prova do teorema a seguir.Teorema 2.9 (Roskind e Tarjan) O problema kMSTd pode ser resolvido em O(m logm+k2n2). 22.4 Adapta�c~ao do algoritmo de Roskind e Tarjan paramultigrafosO algoritmo de Roskind e Tarjan, visto na se�c~ao anterior, foi inicialmente proposto paragrafos. Nesta se�c~ao vamos mostrar que o algoritmo pode ser estendido para multigrafos.Roskind e Tarjan de�niram que para uma seq�uência de arestas e0; e1; : : : ; el ser au-mentante, e0 n~ao deveria estar em nenhuma das 
orestas F1; F2; : : : ; Fk. Na verdade, esteera apenas o modo mais simples de dizer, para grafos, que adicionando e0 �a � estar��amosaumentando o tamanho do conjunto �. Para multigrafos, deve-se esclarecer que as arestase0 = (u; v) e ei = (u; v) s~ao arestas diferentes e que e0 e ei podem estar em um conjunto� de arestas, tal que � pode ser particionado em k 
orestas disjuntas nas arestas.O fato de os extremos de e0 serem ligados por uma aresta e em uma 
oresta F de �n~ao signi�ca que � n~ao possa ser aumentado com a adi�c~ao da aresta e0. (Obviamente e ee0 jamais poder~ao estar na mesma 
oresta, pois formariam um ciclo.) Observando que ee e0 s~ao arestas diferentes, a de�ni�c~ao de seq�uência aumentante para grafos pode tamb�emser usada para multigrafos.A confus~ao gerada se resume �a ocorrência de arestas ei�1, ei e ej em uma seq�uênciaaumentante, tal que ei tem os mesmos extremos de ej (por isso ditas paralelas), j > i+1e ei 2 Fi mod k(ei�1). Como ei pertence ao caminho F(i mod k)(ei�1) e ej �e \igual" a ei,caracterizamos uma seq�uência n~ao minimal que �e perfeitamente pass��vel de ser encon-trada. Por exemplo, a �gura 2.8 mostra um conjunto de 
orestas onde a seq�uência dearestas f(a; d); (a; b); (a; c); (a; b); (a; c)g �e uma seq�uência aumentante e gera as 
orestasda �gura 2.9. Note que segundo a de�ni�c~ao original (p�agina 9) a seq�uência n~ao �e minimal



2.4. Adapta�c~ao do algoritmo de Roskind e Tarjan para multigrafos 22e mesmo assim gerou um conjunto de 
orestas. No exemplo, as arestas ei�1, ei e ej s~ao,respectivamente, as arestas e1 = (a; b), e2 = (a; c) e e4 = (a; c).Mas a seq�uência �e minimal porque ej n~ao pertence ao caminho F(i mod k)(ei�1). Parapertencer ao caminho, ej precisaria pertencer a 
oresta F(i mod k), mas isto �e imposs��vel,pois a aresta ei j�a pertence a esta 
oresta e ei forma um ciclo com a aresta ej, portantoa seq�uência �e minimal.
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FFigura 2.9: �Arvores de um multigrafo ap�os uma atualiza�c~ao.Apesar da necessidade desta discuss~ao para deixarmos claro que as seq�uência encon-tradas para multigrafos tamb�em s~ao minimais, a discuss~ao �e in�ocua por assumir a ex-istência de arestas \iguais" em um conjunto de 
orestas disjuntas nas arestas.Mas ainda precisamos prover o algoritmo com um mecanismo capaz de diferenciararestas \iguais" em G0. Para isto, basta usarmos três parâmetros na identi�ca�c~ao deuma aresta, os seus dois extremos e um ��ndice, que inclusive pode ser usado para calcularo peso penalizado de uma aresta. Por exemplo, a aresta (x; y; l) de G0 une os v�ertices xe y e seu peso penalizado �e lwp((x; y); l)� (l � 1)wp((x; y); l� 1).Teorema 2.10 O algoritmo de Roskind e Tarjan para kMSTd, em multigrafos, continuav�alido e tem tempo de execu�c~ao O(m logm + k2n2).Prova. Para mostrar que o algoritmo continua correto quando executado sobre multigrafosprecisamos mostrar que os lemas, sobre os quais o algoritmo se baseia, continuam ver-dadeiros quando nos referimos a multigrafos. Uma vez que duas arestas \iguais" jamais



2.5. Um algoritmo O(m logm + k2n2) para kMSTc 23estar~ao numa mesma 
oresta, as expans~oes e contra�c~oes utilizadas no lema 2.5 continu-am combinando dois ou mais v�ertices. Assim, o lema 2.5 continua v�alido, ou seja, dadauma seq�uência aumentante minimal, a atualiza�c~ao �e v�alida tamb�em para os multigrafos.Na prova do lema 2.4, usamos o fato de que uma aresta n~ao aparece duas vezes em umaseq�uência aumentante. Isto tamb�em �e verdadeiro para multigrafos, pois s~ao arestas difer-entes apesar de terem os mesmos extremos.Os lemas restantes (lemas 2.3, 2.6, 2.7 e 2.8) tamb�em continuam verdadeiros para osmultigrafos. Dado que todos os lemas continuam v�alidos, ent~ao o algoritmo de Roskind eTarjan tamb�em �e correto para multigrafos.Com rela�c~ao �a an�alise da complexidade do algoritmo para multigrafos, o limite assint�oticocontinua sendo O(m logm + k2n2), dado que as opera�c~oes de rotula�c~ao, entre outras,continuam sendo executadas sobre o mesmo n�umero de arestas (O(kn)) e as opera�c~oesb�asicas, como �nd e union, continuam com os mesmos tempos de execu�c~ao. 2Corol�ario 2.11 O problema kMSTc pode ser resolvido em O(km log km+ k2n2).Prova. Segundo o teorema 2.1, resolver kMSTc se reduz a construir G0 = (V;E 0) e re-solver kMSTd sobre G0. Construir G0 pode ser feito em O(km) e resolver kMSTd emG0 custa O(km log km + k2n2), dado que jE 0j = km. Portanto, resolver kMSTc custaO(km) +O(km logkm + k2n2) = O(km log km + k2n2). 2Assim, aplicando de forma direta o algoritmo para kMSTd, temos um algoritmoO(km log km + k2n2) para kMSTc. Mas, podemos aproveitar o fato de existir uma pr�e-ordena�c~ao nas arestas de G0 para melhorar este limite.2.5 Um algoritmo O(m logm + k2n2) para kMSTcO algoritmo apresentado na se�c~ao anterior gastaria O(km logkm) para ordenar as kmarestas de G0, mas podemos aproveitar o fato de existir uma pr�e-ordena�c~ao das arestas deG0 para melhorar o tempo gasto com esta ordena�c~ao. O algoritmo pode ser alterado, talque o tempo gasto com a ordena�c~ao das arestas de G0, O(km logkm), pode ser reduzidoa O(m logm). Para isto, precisamos implementar uma ordena�c~ao que aproveite o fato deque wp(e; 1) < wp(e; 2) < : : : < wp(e; k). Esta implementa�c~ao pode ser feita usando heapsbin�arios.Para manipular uma estrutura de heap precisamos de algumas opera�c~oes b�asicas, comoinser�c~ao e busca de elementos. Particularmente para os heaps bin�arios, criar um heapcusta �(1), encontrar o elemento de peso m��nimo custa �(1), extrair um elemento doheap custa O(logn) e, tamb�em, custa O(logn) inserir um elemento novo no heap.



2.5. Um algoritmo O(m logm + k2n2) para kMSTc 24Podemos implementar a seguinte modi�ca�c~ao no algoritmo de Roskind e Tarjan. Emvez de ordenar km arestas, como seria a aplica�c~ao direta do algoritmo �a kMSTc, cons-tru��mos um heap de tamanho m com as arestas do grafo original, o que custa O(m logm).Encontrar a pr�oxima aresta de menor menor peso, com esta modi�ca�c~ao, implica obtero menor elemento do heap, o que custa �(1). Digamos que este menor elemento seja aaresta e = (x; y; i). Ao processar e podem ocorrer duas situa�c~oes: e pertence a uma moitaou e n~ao pertence a uma moita.No primeiro caso, precisamos apenas extrair e do heap, o que custa O(logm). Comoesta opera�c~ao tem m como limite superior, pois existem m arestas, o custo total destaopera�c~ao �e O(m logm).No segundo caso, executamos o teste de independência (algoritmo de rotula�c~ao) eatualizamos as �arvores (se �[feg �e um conjunto independente) ou atualizamos as moitas(se � [ feg n~ao �e um conjunto independente). No caso em que � [ feg �e independente,ap�os a respectiva atualiza�c~ao de �, precisamos atualizar a ordena�c~ao extraindo e = (x; y; i)do heap e inserindo e = (x; y; i + 1), o que custa O(logm). Assim, ap�os cada execu�c~aodo algoritmo de rotula�c~ao, que custa O(kn), gastamos O(logm) para atualizar o heap.Deste modo, com a modi�ca�c~ao do algoritmo de Roskind e Tarjan, gastamos O(logm +kn) em cada itera�c~ao do algoritmo de rotula�c~ao que resulta em uma seq�uência aumentante.Por�em, como m = O(n2), ent~ao O(logm + kn) = O(logn2 + kn) = O(2 logn + kn) =O(kn). Ou seja, o tempo gasto com o processo de rotula�c~ao pelo algoritmo modi�cado �eo mesmo gasto pelo algoritmo original, O(kn).A adapta�c~ao do algoritmo de Roskind e Tarjan para kMSTc �caria como mostrado na�gura 2.10.Teorema 2.12 O problema kMSTc pode ser resolvido em O(m logm + k2n2).Prova. A inclus~ao do mecanismo de heap no algoritmo de Rokind e Tarjan n~ao invalidaa an�alise de corre�c~ao do algoritmo para multigrafos, dada pelo lema 2.10, pois apenas aforma como as arestas s~ao ordenadas mudou.A an�alise de complexidade pode ser dividida em duas partes. A primeira parte consistena constru�c~ao de um heap bin�ario com m elementos, O(m logm).A segunda parte consiste na an�alise do la�co Enquanto. As itera�c~oes deste la�cotamb�em podem ser divididas em dois grupos: as itera�c~oes onde os extremos de e per-tencem �a uma mesma moita (O(logm) para retirar e do heap) e as itera�c~oes onde osextremos de e pertencem a moitas diferentes. O n�umero de itera�c~oes do primeiro grupo�e O(m), ent~ao gastamos O(m logm) com o primeiro grupo. O n�umero de itera�c~oes dosegundo grupo �e O(kn), ent~ao gastamos O(k2n2) com o segundo grupo, pois cada itera�c~aocusta O(kn).



2.5. Um algoritmo O(m logm + k2n2) para kMSTc 25Assim, o custo total do algoritmo �e O(m logm+k2n2+m logm) = O(m logm+k2n2).2 Algoritmo para kMSTcConstruir um heap bin�ario com as m arestas de GEnquanto existirem arestas no heapEncontrar a menor aresta do heap, digamos e = (x; y; i)Se findo(x) 6= findo(y)Se � [ feg �e um conjunto independenteAtualizar �Atualizar o heap (retirar (x; y; i) e inserir (x; y; i+ 1))Sen~aoAtualizar as moitas fazendo union0(x; y)Fim SeSen~aoRetirar e do heapFim SeFim EnquantoFim Figura 2.10: Algoritmo para kMSTc.Cabe ainda a observa�c~ao de que este cap��tulo mostra um algoritmo polinomial parakMSTc supondo que k seja polinomial no tamanho do grafo de entrada.



Cap��tulo 3�Arvores m��nimas: heur��sticasNo cap��tulo anterior vimos um algoritmo O(m logm+ k2n2) para resolver kMSTc. Nestecap��tulo veremos duas heur��sticas para kMSTc, as heur��sticas s~ao de simples implemen-ta�c~ao (n~ao usam a complicada rotina de rotula�c~ao) e têm tempo de execu�c~ao inferior ao doalgoritmo exato (s~ao lineares em k). Al�em disso, as solu�c~oes encontradas pelas heur��sticasmostraram-se bastante pr�oximas das solu�c~oes exatas.3.1 Heur��stica AA heur��stica A �e intuitiva, de simples implementa�c~ao e consiste em encontrar uma �arvoreespalhada Ti de G (para 1 � i � k), onde a cada �arvore Ti encontrada atualizamos con-venientemente em G o peso das arestas usadas em Ti.Heur��stica APara i = 1 at�e kEncontre uma �arvore espalhada m��nima Ti de G.Atualize em G o peso de toda aresta e, tal que e 2 Ti.Fim ParaFimA atualiza�c~ao dos pesos das arestas de G �e feita com o objetivo de aproximar o com-portamento da penaliza�c~ao usada. Por exemplo, se usarmos a fun�c~ao de penaliza�c~aowp(e; je) = jew(e), ent~ao o peso de uma aresta e de G na i-�esima itera�c~ao deve serjewp(e; je) � (je � 1)wp(e; je � 1), onde je �e o n�umero de vezes que a aresta e foi usadanas �arvores T1; T2; : : : ; Ti�1. A �gura 3.1 mostra um grafo G e a respectiva �arvore T1encontrada na primeira itera�c~ao da heur��stica.Na �gura 3.2 mostra o grafo G, atualizado segundo a penaliza�c~ao que descrevemos, e26



3.1. Heur��stica A 27
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Figura 3.1: G na primeira itera�c~ao e a respectiva �arvore.a �arvore T2 encontrada na segunda itera�c~ao.
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Figura 3.2: G na segunda itera�c~ao e a respectiva �arvore.Vale notar que as solu�c~oes encontradas pela heur��stica A e pelo algoritmo exato s~aodiferentes, as �guras 3.3 e 3.4 mostram, respectivamente, as �arvores que cada um dosm�etodos retornaria para k = 2. A solu�c~ao retornada pela heur��stica tem custo totalpenalizado 17, enquanto a solu�c~ao �otima retornada pelo algoritmo tem custo total 15.
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Figura 3.3: G e as �arvores encontradas pela heur��stica A para k = 2.ComplexidadeA heur��stica A consiste em k itera�c~oes do la�co Para. Por sua vez, cada itera�c~ao consisteem encontrar uma �arvore espalhada m��nima Ti e atualizar em G os pesos das n � 1
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Figura 3.4: G e as �arvores �otimas para k = 2.arestas usadas em Ti. Para encontrar uma �arvore espalhada existem v�arios algoritmos(veja [17], [21], [11] e [5]). Dentre eles podemos escolher o algoritmo de Kruskal, quecusta O(m logm). Para atualizar G, atualizamos n � 1 arestas e cada atualiza�c~ao podeser feita em tempo constante, ent~ao gastamos O(n� 1) = O(n) com a atualiza�c~ao de G.Portanto, para executarmos a heur��stica A fazemos k itera�c~oes, onde cada itera�c~aogasta O(m logm + n) = O(m logm), ou seja, uma implementa�c~ao simples da heur��sticagasta O(km logm). Mas, assim como �zemos no cap��tulo anterior, podemos aproveitara existência de uma pr�e-ordena�c~ao das arestas para melhorar o limite assint�otico daheur��stica.A primeira execu�c~ao do algoritmo de Kruskal requer a ordena�c~ao das m arestas de G;por�em, para as k � 1 execu�c~oes seguintes basta ordenarmos as n � 1 arestas que foramatualizadas e junt�a-las convenientemente (opera�c~ao de merge) com as outras arestas. Ap�osa i-�esima execu�c~ao do algoritmo de Kruskal, as arestas podem ser particionadas em doisconjuntos, o conjunto das n� 1 arestas que pertencem �a �arvore encontrada e o conjuntodas arestas restantes. Ent~ao ordenamos o primeiro conjunto e executamos uma opera�c~aode merge do primeiro conjunto (agora ordenado) com o segundo conjunto (que j�a estavaordenado), isto custa O(n logn + m�(2n; n)). Assim, o custo total da heur��stica A �eO(m logm+ k(n logn+m�(2n; n))).3.2 Heur��stica BA heur��stica B, cuja id�eia foi inspirada no algoritmo exato, mant�em uma ordena�c~ao dasarestas e k parti�c~oes de v�ertices para representar as 
orestas e consiste em encontrar,para cada aresta e tomada segundo a ordena�c~ao, uma �arvore Ti (dentre T1; T2; : : : ; Tk),tal que Ti [ feg continue sendo uma �arvore.A principal diferen�ca da heur��stica para o algoritmo �otimo �e que, em vez de executar-mos o algoritmo de rotula�c~ao para cada aresta e que forme um ciclo com T1, simplesmenteveri�camos se Ti[feg (para 1 � i � k e sempre nesta ordem) continua sendo uma �arvore.



3.2. Heur��stica B 29Se encontramos Ti, tal que Ti [ feg n~ao forma um ciclo, ent~ao acrescentamos e �a Ti eatualizamos o valor de e na �la. Mas, se e forma um ciclo com todas as k 
orestas,simplesmente retiramos a aresta e da �la.Heur��stica BOrdene as m arestas de GEnquanto n~ao forem encontradas k(n� 1) arestasEncontre e, tal que e seja a pr�oxima aresta na ordena�c~aoSe existe Ti, tal que Ti [ feg seja uma 
orestaTi  Ti [ fegAtualize e na ordena�caoSen~aoRetire e da ordena�caoFim SeFim EnquantoFim�E importante notar que, sendo G conexo, a heur��stica sempre retornar�a k �arvoresespalhadas de G. Pois, para a heur��stica retornar um conjunto de arestas Ti que n~ao �euma �arvore espalhada de G (ou seja, Ti �e uma 
oresta desconexa) seria necess�ario queuma aresta e, tal que Ti [ feg �e uma 
oresta, fosse descartada, o que �e imposs��vel porconstru�c~ao.ComplexidadeUma implementa�c~ao simples da heur��stica gastaria O(m logm) para ordenar as arestas,O(logm) para manipular tais arestas (encontrar e, atualizar o peso de e e retirar e daordena�c~ao usando um heap bin�ario), O(k) para encontrar Ti e O(n) para fazer a atua-liza�c~ao de Ti. Observe que o processamento de uma aresta pode resultar em apenas duasatividades: na atualiza�c~ao de Ti ou na exclus~ao de e da ordena�c~ao. A primeira (atua-liza�c~ao) custa O(logm) para encontrar e, O(k) para encontrar Ti, O(n) para atualizarTi e O(logm) para atualizar o peso de e na ordena�c~ao, totalizando O(logm + k + n). Asegunda (exclus~ao) custa O(logm) para encontrar e, O(k) para veri�car que n~ao exite Tie O(logm) para retirar e da ordena�c~ao, totalizando O(logm + k).Observe tamb�em que O(kn) processamentos de arestas podem resultar em atualiza�c~oesde Ti e que O(m) processamentos de arestas podem resultar em extra�c~ao de e. Assim,gastamos O(kn(logm+ k+n)+m(logm+ k)) com o processamento das arestas, al�em deO(m logm) gastos para construir a ordena�c~ao. Ou seja, uma implementa�c~ao simples daheur��stica B custa O(m logm+ kn(logm + k + n)).



3.3. Contra-exemplo 30Em [25] mostramos uma implementa�c~ao O(m logm+ kn(logm+�(2n; n) logn)) paraa heur��stica B. Nesta implementa�c~ao, as principais melhorias s~ao o tratamento de moitas(como no algoritmo exato) e a otimiza�c~ao da busca por Ti. A id�eia e a an�alise destaheur��stica s~ao de R. Werneck.3.3 Contra-exemploApesar de sempre fornecerem valores muito pr�oximos dos valores �otimos, como veremosadiante, as heur��sticas n~ao oferecem garantia de otimalidade nem mesmo para grafos comtopologias simples como a do ciclo mostrado na �gura 3.5. Neste exemplo, para k = 4,as heur��sticas propostas encontram uma solu�c~ao de valor 57 (xa = 3, xb = 3 e xc = 2),enquanto o algoritmo exato encontra uma solu�c~ao com valor total 56 (xa = 4, xb = 2 exc = 2).
w=2
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w=3
c

w=3
ba b

cFigura 3.5: Contra-exemplo.3.4 Solu�c~ao exata � heur��sticasNesta se�c~ao, vamos mostrar os resultados obtidos nos testes executados com o algoritmoexato, com a heur��stica A (usando Kruskal) e com a heur��stica B. O comportamentote�orico das heur��sticas e do algoritmo est~ao resumidos na tabela 3.1.Para avaliar o comportamento pr�atico vamos comparar os tempos de execu�c~ao e aqualidade das solu�c~oes geradas, onde a qualidade de uma solu�c~ao �e raz~ao entre o seu pesoe o peso da solu�c~ao �otima. Os resultados aqui apresentados foram publicados na referência[25], sendo que todo o trabalho de implementa�c~ao foi realizado por R. Werneck.Todos os tempos de execu�c~ao que mostraremos s~ao a m�edia de pelo menos três exe-cu�c~oes (caso m�edio) e os valores de qualidade apresentados s~ao os maiores encontrados(pior caso entre as três execu�c~oes). As instâncias sobre as quais foram executados os



3.4. Solu�c~ao exata � heur��sticas 31Algoritmo Tempo de execu�c~aoexato O(m logm+ k2n2)A-Kruskal O(m logm+ k(m�(2n; n) + n logn))B O(m logm+ kn(logm+ �(2n; n) logn))Tabela 3.1: Limites te�oricostestes podem ser divididas em três classes: grafos completos, grafos hiperc�ubicos esparsos(m = 4n) e grafos com topologia aleat�oria.A fun�c~ao de penaliza�c~ao utilizada foi wp(e; i) = iw(e). Todos os programas foramimplementados em C++ e compilados com o GNU C, usando a diretiva de otimiza�c~ao-03, e executados em uma m�aquina DEC Alpha 600au com 1GB de RAM.Na implementa�c~ao do algoritmo exato, ao inv�es de executar o algoritmo de rotula�c~aoquando n~ao era poss��vel inserir e0 em F1, tentamos inserir e0 em Fi, (para 1 � i � k),antes de executarmos o algoritmo de rotula�c~ao. Esta altera�c~ao n~ao implica altera�c~ao nolimite assint�otico do algoritmo, mas melhora o seu desempenho pr�atico. Em testes prelim-inares, a implementa�c~ao da heur��stica A usando Prim (A-Prim) mostrou-se mais lentado que A-Kruskal, por isso apresentamos apenas os resultados de A-Kruskal. Tamb�emfoi implementado um algoritmo (chamaremos de aleat�orio) que simplesmente encontrak �arvores espalhadas de forma aleat�oria. Apresentaremos tamb�em os resultados destealgoritmo para mostrar o quanto uma solu�c~ao qualquer �ca longe da �otima.Grafos completosA tabela 3:2 mostra o tempo m�edio de execu�c~ao (em segundos) do algoritmo exato edas duas heur��sticas em um grafo completo, com n = 100, para diversos valores de k.Neste grafo completo e ponderado, os pesos das arestas s~ao distintos e uniformementedistribu��dos. k Alg. Heu. A Heu. B100 2,32 0,08 0,04200 6,97 0,13 0,08300 12,37 0,20 0,12400 17,67 0,28 0,16500 21,99 0,36 0,20Tabela 3.2: Tempos de execu�c~ao para um grafo completo com n = 100



3.4. Solu�c~ao exata � heur��sticas 32A tabela 3:3 mostra a qualidade das solu�c~oes geradas pelas heur��sticas e por um algorit-mo que retorna uma solu�c~ao aleat�oria. A qualidade mostrada para as heur��sticas �e a pior(maior valor) retornada para cada conjunto de três instâncias, j�a a qualidade mostradapara a solu�c~ao aleat�oria �e a melhor (menor valor) encontrada nas três instâncias.k Heu. A Heu. B Aleat�orio100 1,000492 1,000496 4,92200 1,000150 1,000149 4,51300 1,000297 1,000302 4,29400 1,000198 1,000197 4,13500 1,000130 1,000130 4,06Tabela 3.3: Qualidade das heur��sticas para um grafo completo com n = 100Ainda na classe dos grafos completos, testamos o comportamento das heur��sticas A eB, com rela�c~ao a k. Para isto usamos um grafo completo da TSPLIB, o grafo tem n = 58e �e chamado brazil581. A �gura 3:6 mostra tal comportamento apenas da heur��stica A,pois as heur��sticas A e B apresentaram comportamentos semelhantes neste teste.

1

1.002

1.004

1.006

1.008

1.01

1.012

1.014

1 10 100 1000

qu
al

id
ad

e

k (escala logaritmica)

A

Figura 3.6: Qualidade da heur��stica A com rela�c~ao a k.1O grafo brazil58 e os outros grafos da TSPLIB podem ser encontradas emhttp://www.iwr.uni-heidelberg.de/iwr/comopt/soft/TSPLIB95/TSPLIB.html



3.4. Solu�c~ao exata � heur��sticas 33Grafos hiperc�ubicosA classe de grafos tratada nesta se�c~ao �e a dos grafos hiperc�ubicos, estes grafos consistemem grids circulares de ordem l e dimens~ao d. Nestes grids temos ld v�ertices e dld arestas.Para d = 2 e l = 5, o resultado �e um grid circular bi-dimensional de 5 � 5. Nos nossostestes usamos d = 4 e diversos valores de l, resultando em grafos esparsos onde m = 4n.Os pesos das arestas s~ao distintos e distribu��dos dando preferência a valores pequenos.As tabelas 3:4 e 3:5 mostram, respectivamente, os tempos de execu�c~ao (em segundos)e a qualidade das solu�c~oes geradas para os grafos hiperc�ubicos.n Alg. Heu. A Heu. B81 0,81 0,01 0,02256 10,75 0,05 0,10625 76,93 0,17 0,321296 364,21 0,41 0,85Tabela 3.4: Tempos de execu�c~ao para um grafo hiperc�ubico com k = 100n Heu. A Heu. B Aleat�orio81 1,000461 1,000403 52,29256 1,000254 1,000258 54,48625 1,000310 1,000310 29,141296 1,000325 1,000325 15,69Tabela 3.5: Qualidade das heur��sticas para um grafo hiperc�ubico com k = 100Grafos aleat�oriosNa fam��lia dos grafos aleat�orios, �zemos um �ultimo experimento que compara o compor-tamento das heur��sticas A e B com rela�c~ao ao n�umero de arestas. A �gura 3:7 mostratal comportamento.Neste teste, usamos n = 500, k = 1000 e variamos m de 1200 (esparso) at�e 124750(completo).3.4.1 An�alise dos resultadosCom rela�c~ao ao desempenho, como j�a pod��amos esperar, as heur��sticas s~ao muito maisr�apidas do que o algoritmo exato, especialmente em grafos esparsos. Entre as heur��sticas,



3.4. Solu�c~ao exata � heur��sticas 34

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

22

0 20000 40000 60000 80000 100000 120000

te
m

po
 d

e 
ex

ec
uc

ao
 (

s)

numero de arestas

A
B

Figura 3.7: Compara�c~ao entre as heur��sticas A e B com rela�c~ao a m.a heur��stica A tem uma ligeira vantagem sobre a heur��stica B em grafos esparsos. Por�em,esta vantagem se inverte conforme os grafos se tornam mais densos, como se percebeclaramente na �gura 3.7.Com rela�c~ao �a qualidade, as heur��sticas alcan�caram resultados muito pr�oximos do�otimo, cerca de 0; 05% no pior caso. Tamb�em podemos notar que as solu�c~oes aleat�orias s~aomuito piores do que as retornadas pelas heur��sticas, o que mostra que as heur��sticas, ape-sar de simples, obtêm solu�c~oes que n~ao seriam facilmente encontradas de forma aleat�oria.Assim, resumimos nossas conclus~oes sobre os testes a�rmando que as heur��sticas apre-sentadas s~ao uma �otima op�c~ao quando a solu�c~ao exata n~ao �e estritamente necess�aria.



Cap��tulo 4Outros problemas combinat�oriosNeste cap��tulo apresentaremos a aplica�c~ao da t�ecnica utilizada para resolver o problemadas �arvores m��nimas em outros três conhecidos problemas combinat�orios: o problema doscaminhos m��nimos, dos emparelhamentos e dos roteamentos.As solu�c~oes propostas para estes problemas consistem em redu�c~oes ao problema deencontrar um 
uxo de custo m��nimo, com pequenas varia�c~oes para cada caso. Para sim-plicidade do texto, vamos nos referir ao problema de 
uxo de custo m��nimo simplesmentepor nf.4.1 Caminhos m��nimosNesta se�c~ao vamos apresentar e resolver o problema de encontrar os k caminhos maiscurtos sujeitos a congestionamento. A solu�c~ao consiste em uma redu�c~ao polinomial aosproblemas de 
uxos em redes. No decorrer do texto, vamos nos referir ao problema sim-plesmente como kSPc (k minimum congestion shortest paths).4.1.1 Formula�c~ao do problema kSPcResolver o problema kSPc consiste em, dado um grafo ponderado G = (V;E), encontrark caminhos n~ao necessariamente disjuntos C1; C2; : : : ; Ck que come�cam em um v�ertice se terminam em um v�ertice t e que minimizam o custo total da solu�c~ao. Para caracterizaro congestionamento usamos a fun�c~ao de penaliza�c~ao wp(e; ie) = iew(e). Assim, o custototal da solu�c~ao �e dado por Pk1Pe2Ci iew(e) = Pe2E i2ew(e).Para formular o problema kSPc �e necess�ario levar em conta a orienta�c~ao das arestas,assim como em alguns problemas de 
uxo em redes (vide [1]). Para isto, de�niremos quepara uma aresta e = (i; j), ie = xe = xij + xji, onde xij �e o 
uxo enviado do v�ertice i35



4.1. Caminhos m��nimos 36para o v�ertice j (e xji �e o 
uxo de j para i). Usando esta nota�c~ao, o problema pode serformulado como a seguirMinimizar Xe2E x2ewe (4.1)Sujeito �a Xj:(i;j)2E xij � Xj:(j;i)2E xji = 0 para todo i 2 fV � s� tg (4.2)Xi:(s;i)2E xsi = k (4.3)Xi:(i;t)2E xit = k (4.4)xit � k (4.5)As express~oes 4.3 e 4.4 garantem, respectivamente, que saem k caminhos do v�ertice s eque chegam k caminhos ao v�ertice t e a restri�c~ao 4.2 garante que todo caminho que chegaa um v�ertice tamb�em sai, exceto para os v�ertices s e t.4.1.2 Redu�c~ao de kSPc ao problema de 
uxo de custo m��nimoO problema combinat�orio, quadr�atico e inteiro, formulado na se�c~ao anterior, �e muitoparecido com o bem estudado problema nf [1], onde dado um grafo ponderado, um v�erticefonte s e um v�ertice sorvedouro (ou ralo) t, queremos enviar k unidades de 
uxo de s at�et gastando o m��nimo poss��vel. Mas devido ao comportamento quadr�atico da fun�c~ao 4.1,n~ao podemos usar diretamente o problema de 
uxo de custo m��nimo para resolver kSPc.Por�em, usando a mesma estrat�egia utilizada no cap��tulo 2, podemos reduzir o problemakSPc a um problema de 
uxo em redes onde n~ao aparecem os fatores quadr�aticos.Transformando kSPc em um problema de 
uxo em redesSendo o grafo ponderado G = (V;E) uma das entradas para o problema kSPc, constru��mosum multigrafo G0, assim como �zemos para o problema kMSTc, fazendo cada aresta ede G corresponder a k arestas paralelas e1; e2: : : : ; ek em G0. Se usarmos a fun�c~ao depenaliza�c~ao wp(e; ie) = iew(e), ent~ao o peso w(ej) de uma aresta ej deve ser jwp(e; j)�



4.1. Caminhos m��nimos 37(j � 1)wp(e; j � 1), para 1 � j � k. Al�em disso, no multigrafo G0 , que no restante destase�c~ao chamaremos de rede G0, fazemos com que cada aresta tenha capacidade unit�aria detransporte de 
uxo, ou seja, apenas uma unidade de 
uxo poder�a ser enviada por cadaaresta. Na �gura 4.1 podemos ver um grafo G e a respectiva rede (multigrafo) G0 parak = 3.
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Figura 4.1: Constru�c~ao da rede G0 para k = 3.Teorema 4.1 O problema kSPc �e eqivalente ao problema nf.Prova. A partir de uma solu�c~ao para nf podemos facilmente construir uma solu�c~ao parakSPc. Para isto, basta fazermos cada 
uxo unit�ario ser um caminho entre s e t. Al�emdisso, baseados no fato de que toda resposta �otima para nf �e composta apenas por arestascont��guas (caso contr�ario, poder��amos facilmente mostrar uma solu�c~ao melhor do quea �otima), podemos a�rmar que uma solu�c~ao para nf tem o mesmo peso da respectivasolu�c~ao para kSPc. �E tamb�em verdade que de uma solu�c~ao para kSPc podemos construiruma solu�c~ao para nf de mesmo peso. Ent~ao, se temos uma solu�c~ao �otima A� para nf,temos tamb�em uma solu�c~ao �otima B� para kSPc, pois se B� n~ao �e �otima existe outrasolu�c~ao B0 para nf, tal que o peso de B0 �e menor do que o peso de B�. Conseq�uente-mente existe uma solu�c~ao A0, constru��da a partir de B0 , tal que o peso de A0 �e menor doque o peso de A�, o que contradiz a otimalidade de A�. 24.1.3 ComplexidadePara obtermos uma solu�c~ao para kSPc s~ao necess�arias três fases. Primeiro, precisamosconstruir a rede G0. Isto pode ser feito em O(km+n). Segundo, precisamos executar algumm�etodo capaz de resolver nf em G0 e obter uma resposta. Existem diversos algoritmos pararesolver nf. A referência [1] aponta o m�etodo Enhanced capacity scaling algorithm comosendo o mais e�ciente dos algoritmos polinomiais conhecidos at�e ent~ao. Usando estem�etodo nf pode ser resolvido em O((m logn)(m + n logn)). Como a rede G0 possui kmarestas, gastaremos O((km logn)(km + n logn)) para resolver nf em G0.



4.2. Emparelhamentos perfeitos 38Na terceira e �ultima fase, precisamos converter a resposta para nf em uma respostapara kSPc. Esta fase certamente �e limitada superiomente pelo n�umero de arestas da rede,que �e O(km).Somando-se as contribui�c~oes das três fases, temos O(km + n) + O((km logn)(km +n logn))+O(km). Ou seja, resolver kSPc custa O((km logn)(km+n log n)). Vale notarque tempo gasto com a resolu�c~ao de nf dominou a express~ao.4.2 Emparelhamentos perfeitosNesta se�c~ao vamos resolver o problema de encontrar k emparelhamentos perfeitos e n~aonecessariamente disjuntos de um grafo ponderado e bipartido G = (A[B;E), onde jAj =jBj, tal que o custo total penalizado da solu�c~ao seja m��nimo. Usaremos o mesmo tipo depenaliza�c~ao dos problemas anteriores e chamaremos este problema de problema kBMc (kminimum congestion bipartite matching).4.2.1 AlgoritmoDizemos que um grafo bipartido G = (A [ B;E) possui um emparelhamento perfeito seexiste um subgrafo espalhado de G, onde todo v�ertice de A �e adjacente a um �unico v�erticede B e vice-versa. Podemos ent~ao dizer que um emparelhamento perfeito de G �e umsubgrafo espalhado de G tal que todos os seus v�ertices possuem grau 1. Este subgrafo �etamb�em chamado de 1-fator. Dado um grafo G qualquer, um j-fator de G �e um subgrafoespalhado de G, onde todo v�ertice do subgrafo possui grau j, ou seja, um j-fator de G �eum subgrafo espalhado j-regular de G.Uma solu�c~ao intuitiva para kBMc consiste em encontrar um emparelhamento e atua-lizar G at�e encontrar k emparelhamentos, mas este algoritmo n~ao garante a otimalidade dasolu�c~ao (como as heur��sticas para kMSTc). Uma abordagem que resulta em uma solu�c~ao�otima �e reduzir o problema a um problema de 
uxo em redes.A redu�c~ao consiste em costruir uma rede de 
uxo F e encontrar um conjunto M dearestas (onde jM j = kjAj e o peso de M �e m��nimo) e particionar M em k emparelhamen-tos perfeitos de G. Seja um multigrafo bipartido e ponderado G0, constru��do a partir deG como �zemos nos cap��tulos anteriores (veja a �gura 4.2).Dado o multigrafo bipartido e ponderado G0, podemos construir uma rede de 
uxoF orientando todas as arestas de G0 de A para B e adicionando mais dois v�ertices, osv�ertices s e t, tal que existe uma aresta fs; ag, para todo v�ertice a 2 A, e tal que existeuma aresta fb; tg, para todo v�ertice b 2 B. Na rede F , mantemos o custo das arestas quepertenciam a G0 e atribu��mos custo zero �as novas arestas. Com rela�c~ao �as capacidades



4.2. Emparelhamentos perfeitos 39de cada aresta, atribu��mos capacidade unit�aria a todas as arestas de F \G0 e atribu��moscapacidade k a todas as arestas de FnG0. A �gura 4.3 mostra o grafo G0 e a rede F .Se o grafo bipartido G possui um emparelhamento perfeito, ent~ao �e verdade que existeuma solu�c~ao para kBMc, mas �e claro que se G n~ao possui um emparelhamento perfeito,ent~ao n~ao podemos encontrar uma solu�c~ao para kBMc, ou seja, n~ao podemos encon-trar k emparelhamentos perfeitos. Assim, para simpli�car, sempre que nos referirmosa um grafo bipartido G, consideramos que G possui um emparelhamento perfeito. Estahip�otese n~ao implica qualquer altera�c~ao no tempo de execu�c~ao assint�otico do algoritmo aser apresentado, pois o custo assint�otico de veri�car se um grafo bipartido G possui umemparelhamento perfeito �e dominado pelo resto do algoritmo. Esta veri�ca�c~ao �e simples econsiste em encontrar um emparelhamento de cardinalidade m�axima em G (O(mpn) [1])e testar se a cardinalidade do emparelhamento encontrado �e igual a jAj (O(1)).

G
G’Figura 4.2: Constru�c~ao da rede G0 a partir de G, para k = 2.

FG’

s t

Figura 4.3: Constru�c~ao da rede F a partir de G0 .Dado que G possui um 1-fator, ent~ao �e trivial que G0 possui um k-fator como subgrafo.



4.2. Emparelhamentos perfeitos 40Tamb�em �e simples notar que se G0 possui um k-fator, ent~ao a rede F tem um kjAj-
uxo,ou seja, �e poss��vel enviar kjAj unidades de 
uxo de s para t. Chamemos de F � umasolu�c~ao para o problema de encontrar um kjAj-
uxo de custo m��nimo em F .Usando apenas as arestas utilizadas em F � (lembrando que as solu�c~oes retornadaspara o problema de 
uxo de custo m��nimo s~ao sempre inteiras [1]), podemos construir umk-fator de G0, digamos G00, como ilustra a �gura 4.4.

F

s t

* G’’Figura 4.4: Constru�c~ao do grafo k-regular G00 a partir de um 
uxo �otimo F �.�E importante notar que o custo da solu�c~ao �otima para kBMc �e maior ou igual ao custode F �, pois se existissem k emparelhamentos disjuntos em G0 que custassem menos doque F � poder��amos facilmente construir um kjAj-
uxo com custo menor do que o custode F �, o que �e uma contradi�c~ao. Em outras palavras, um kjAj-
uxo de custo m��nimo narede F �e um limite inferior para o problema de encontrar k emparelhamentos perfeitosdisjuntos nas arestas em G0. Como conseq�uência direta disto, temos que toda solu�c~ao Mpara kBMc que use as mesmas arestas que G00 (que s~ao as mesmas arestas usadas em F �)�e uma solu�c~ao �otima.Um algoritmo para resolver kBMc seriaAlgoritmo(G,k)Se G possui um emparelhamento perfeitoConstrua a rede F .Encontre um 
uxo de custo m��nimo F � em F .Construa G00 a partir de F �.Para i = 1 at�e kEncontre um emparelhamento de G00 , digamos Mi.G00  G00nMiFim Para



4.3. Roteamentos 41Fim SeFimVeri�car se um grafo G possui um emparelhamento perfeito pode ser feito em tempopolinomial e se reduz �a um problema do 
uxo m�aximo (emparelhamento bipartido n~aoponderado), onde todas as capacidades s~ao unit�arias (O(mpn)). Ap�os veri�carmos queG possui um emparelhamento perfeito, precisamos construir F e encontrar um kjAj-
uxode custo m��nimo em F , o que custa O((km logn)(km+n logn)) se usarmos o m�etodo En-hanced capacity scaling algorithm. Encontrado um kjAj-
uxo de custo m��nimo, constru-imos G00 (O(kn)) e fazemos k itera�c~oes, onde cada itera�c~ao encontra um emparelhamentode G00 (O(knpn)) e atualiza G00 (O(n)).Resumindo, resolver kBMc custa O(mpn) para veri�car se o grafo G possui umemparelhamento perfeito, O((km logn)(km + n logn)) para encontrar um subgrafo k-regular G00 e O(k2npn) para particionar G00 em k emparelhamentos perfeitos de G.Ent~ao, resolver kBMc custa O(mpn) + O((km logn)(km + n logn)) + O(k2npn). Co-mo O((km logn)(km+n logn)) domina a express~ao, ent~ao podemos a�rmar que kBMc �eO((km logn)(km+ n logn)).4.3 RoteamentosExistem diversos problemas reais que consistem em problemas de roteamento. Especial-mente em computa�c~ao existem v�arios como, por exemplo, o problema de roteamento demensagens. Um problema de roteamento, a bem grosso modo, consiste em um conjuntode problemas de caminho m��nimo relacionados entre si. Podemos inclusive dizer que en-contrar um caminho m��nimo em um grafo signi�ca encontrar um roteamento �otimo ondetemos apenas uma origem e um destino.Encontrar um roteamento consiste em, dado um grafo ponderado G = (V;E) e umconjunto U de pares de v�ertices, encontrar um caminho em G que une cada par de v�erticesu 2 U . Encontrar um roteamento �otimo consiste em encontrar um roteamento que, al�emde unir todos os pares de v�ertices presentes em U , minimize o custo total da solu�c~ao (dadopelo som�atorio dos pesos das arestas utilizadas).Um roteamento seria um conjunto de problemas de caminho m��nimo n~ao fosse o com-portamento n~ao linear do peso das arestas em fun�c~ao da sua utiliza�c~ao. Esta �e umacaracter��stica dos problemas pr�aticos de roteamento e �e neste ponto que encaixaremos ast�ecnicas at�e aqui aplicadas para os problemas de congestionamento.Nesta se�c~ao mostraremos como s~ao formulados e resolvidos os problemas de roteamen-to e vamos propor uma nova estrat�egia de resolu�c~ao destes problemas.



4.3. Roteamentos 424.3.1 Formula�c~ao do problema de roteamento de mensagensBertsekas e Gallager [4] apresentaram um estudo sobre um problema pr�atico de rotea-mento, o problema de roteamento de mensagens. Neste estudo eles apresentam uma for-mula�c~ao para o problema e uma estrat�egia de resolu�c~ao. Para manter a uniformidadedas nota�c~oes, adaptamos a nomeclatura original para a nota�c~ao usual em teoria da com-puta�c~ao com o cuidado de n~ao distorcer o conte�udo essencial do trabalho. Vale apenasdestacar que, de forma simplista, chamamos de w(e) o peso de uma aresta e, quandoesta grandeza representa na verdade o tempo m�edio que uma mensagem leva para sertransmitida por um canal de comunica�c~ao e.Em [4], Bertsekas e Gallager de�nem que, dado um grafo G = (V;E), um roteamento�otimo �e aquele que minimiza a express~aoXe2Ewp(e) (4.6)Onde wp(e) �e uma fun�c~ao monotonicamente crescente que representa o peso penalizadode uma aresta e. Uma f�ormula freq�uentemente usada para wp(e) �ewp(e) = ieCe � ie + iew(e) (4.7)Onde Ce �e a capacidade de transmiss~ao da aresta e, ie �e o n�umero de mensagenstransmitidas por e e w(e) �e o peso de e.Para cada par de v�ertices u = (i; j) existe uma demanda de comunica�c~ao, digamosru. Ou seja, se ru = 3, precisamos enviar 3 mensagens do v�ertice i para o v�ertice j,n~ao necessariamente pelo mesmo caminho. Nosso objetivo �e dividir cada ru entre os di-versos caminhos que saem da origem i e chegam ao destino j tal que a express~ao 4.6seja minimizada. Se denotarmos U como sendo o conjunto de todos os pares de v�erticesque possuem uma demanda de comunica�c~ao, Pu como o conjunto de todos os caminhosposs��veis que unem os v�ertices de um par u = (i; j) e xp como sendo o n�umero de men-sagens enviadas por um caminho p, ent~ao podemos formular um problema de roteamentocomoMinimizar Xe2Ewp(e) = Xe2E � ieCe � ie + iew(e)� (4.8)Sujeito �a Xp2Pu xp = ru para todo u 2 U (4.9)



4.3. Roteamentos 43xp � 0 para todo p 2 Pu e para todo u 2 U (4.10)O comportamento da fun�c~ao objetivo �e n~ao linear quando a utiliza�c~ao de uma arestatende a sua capacidade m�axima, deste modo, temos um problema de otimiza�c~ao n~ao linearinteira.4.3.2 M�etodos de resolu�c~aoComo vimos, encontrar um roteamento �otimo de mensagens implica resolver um problemade otimiza�c~ao n~ao linear inteira. Os m�etodos usados para encontrar tal roteamento �otimos~ao na verdade m�etodos aproximativos (veja [13], [3], [12] e [2], entre outros), pois relaxamas condi�c~oes de integralidade do problema para resolvê-los usando m�etodos de otimiza�c~aon~ao linear [24].Relaxando as condi�c~oes de integralidade do problema de otimiza�c~ao n~ao linear �e poss��velobter uma condi�c~ao necess�aria para a otimalidade de um roteamento. Para isto, pre-cisamos de�nir um vetor X onde cada posi�c~ao xp representa o n�umero de vezes que umcaminho p �e utilizado. Ou seja, xp = 0 se o caminho p n~ao �e utilizado, xp = 1 se ocaminho p �e utilizado uma vez, e assim por diante.De�nido o vetor X, podemos reescrever wp(e), tal que wp(e) seja de�nida em fun�c~aode X (wp(X)). Isto �e poss��vel dado que ie = P xp, onde p �e todo caminho que cont�em aaresta e.Podemos ent~ao relaxar a integralidade das vari�aveis xp, fazendo isto podemos dife-renciar parcialmente wp(X) com rela�c~ao ao 
uxo xp enviado por um caminho p. Assim,@wp(X)@xp denota a taxa de varia�c~ao da fun�c~ao wp(X) em fun�c~ao de xp. De posse desteartif��cio, podemos a�rmar que para um roteamento X� ser �otimo a seguinte propriedadeprecisa ser verdadeira @wp(X�)@xp0 � @wp(X�)@xp para todo p0 2 Pu (4.11)Onde p �e todo caminho p 2 Pu tal que xp > 0. A condi�c~ao deve ser verdadeira parauma solu�c~ao �otima X�, sen~ao posso escolher convenientemente um n�umero �, tal quexp0  xp0 + � e xp  xp � � resulte em uma solu�c~ao melhor do que X�. A condi�c~ao podeainda, al�em de ser necess�aria, ser su�ciente se a fun�c~ao wp �e convexa [16].Em linhas gerais, os m�etodos usados para encontrar um roteamento �otimo s~ao al-goritmos iterativos que partem de uma solu�c~ao Xi para uma solu�c~ao Xi+1 encontrandocaminhos p e p0, tal que a condi�c~ao 4.11 n~ao seja verdadeira, ent~ao atualizam Xi+1 fazen-do xp0  xp0 + � e xp  xp� �, para um valor � convenientemente escolhido. A execu�c~ao



4.3. Roteamentos 44dos algoritmos continua at�e que as novas solu�c~oes encontradas n~ao melhorem a solu�c~aoatual o su�ciente para justi�car novas buscas.As desvantagens destes m�etodos de otimiza�c~ao n~ao linear s~ao basicamente três. Primei-ro, n~ao s~ao uma solu�c~ao exata, pois s~ao inseridos erros ao se relaxar as condi�c~oes deintegralidade. Segundo, mesmo n~ao sendo uma solu�c~ao exata, n~ao possuem um limitesuperior polinomial (os problemas de otimiza�c~ao n~ao linear em geral s~ao NP-dif��ceis [16])para o tempo de parada do algoritmo e, terceiro, o tempo de execu�c~ao dos algoritmospode variar segundo fatores pouco mensur�aveis, como a topologia da instância a ser re-solvida. Al�em destes, ainda existem os problemas intr��nsecos aos m�etodos tradicionais deotimiza�c~ao n~ao linear, como a existência de m��nimos locais.4.3.3 Formula�c~ao alternativaUma vez que todas as vari�aveis da formula�c~ao original do problema de roteamento demensagens s~ao inteiras, podemos aplicar a mesma estrat�egia que utilizamos com os pro-blemas de congestionamento para transformar o problema de otimiza�c~ao n~ao linear inteiraem um problema de otimiza�c~ao linear inteira.Lema 4.2 As express~oes ( ieCe�ie + iew(e)) e Pie�1j=0 ( CeC2e+j2�2Cej�Ce+j + w(e)) s~ao equiva-lentes.Prova. Vamos chamar de F (ie) a fun�c~ao dada por ieCe�ie + iew(e) e vamos de�nir avaria�c~ao � de F em fun�c~ao de ie, tal que �(ie) = F (ie)� F (ie � 1). Deste modo�(ie) = ieCe � ie + iew(e)� (ie � 1)Ce � (ie � 1) � (ie � 1)w(e)�(ie) = ieCe � ie � ie � 1Ce � ie + 1 + iew(e)� iew(e) + w(e)�(ie) = Ceie � i2e + ie � Ceie + Ce + i2e � ie(Ce � ie)(Ce � ie + 1) + w(e)�(ie) = CeC2e + i2e � 2Ceie + Ce � ie + w(e)Como F (0) = 0 e F (ie) = F (ie � 1) + �(ie) podemos dizer que F (ie) = �(1) + �(2) +: : :+�(ie). Ent~ao F (ie) = ieXj=1 CeC2e + j2 � 2Cej + Ce � j + w(e)!



4.3. Roteamentos 452Para todo grafo ponderado G dado como entrada para o problema de otimiza�c~ao n~aolinear, podemos criar um multigrafo ponderado G0 = (V;E 0) (do mesmo modo que �zemospara as �arvores), onde G �e topologicamente idêntico a G0, exceto pelo fato de que paracada aresta e de G existem k arestas e1; e2; : : : ; ek em G0, como podemos ver na �gura 2.1da p�agina 6. O peso destas arestas �e dado por CeC2e+j2�2Cej+Ce�j +w(e), para j de 1 at�e k.Ou seja, wp(e1) = 1Ce�1+w(e); wp(e2) = CeC2e�3Ce+2+w(e); : : : ; wp(ek) = CeC2e+k2�2kCe+Ce�k+w(e).Se usarmos as vari�aveis xei para representar a utiliza�c~ao de uma arestas ei do grafoG0, ent~ao podemos formular um roteamento comoMinimizar Xe2Ewp(e) = Xei2E0  CeC2e + i2 � 2Cei+ Ce � i + w(e)!xei (4.12)Sujeito �a Xp2Puxp = ru para todo u 2 U (4.13)xp � 0 para todo p 2 Pu e para todo u 2 U (4.14)0 � xei � 1 para todo ei 2 E 0 (4.15)O comportamento da fun�c~ao objetivo desta formula�c~ao �e linear, diferentemente daformula�c~ao original que apresentava comportamento n~ao linear (se�c~ao 4.3.1).�E f�acil mostrar que toda solu�c~ao �otima para a formula�c~ao acima corresponde a umasolu�c~ao �otima para a formula�c~ao original. Ou seja, as formula�c~oes s~ao equivalentes. Ademonstra�c~ao de equivalência entre as modelagens �e idêntica as demonstra�c~oes de equi-valência entre problemas que �zemos anteriormente. Chamando a formula�c~ao original deformula�c~ao a e a formula�c~ao acima proposta de formula�c~ao b, podemos enunciar queTeorema 4.3 As formula�c~oes a e b s~ao equivalentes. 2O problema de otimiza�c~ao linear inteira em que resulta a formula�c~ao b �e conhecido naliteratura como multicommodity flow (mf) e �e um problema NP-Dif��cil at�e mesmoquando queremos encontrar apenas dois caminhos [14].



4.3. Roteamentos 464.3.4 Qual �e a melhor abordagem?Temos ent~ao duas abordagens poss��veis para resolver o mesmo problema. Podemos re-solver o problema de otimiza�c~ao n~ao linear inteira (formula�c~ao a), ou podemos resolvero problema de otimiza�c~ao linear inteira (formula�c~ao b). Por�em, ambos s~ao problemasNP-dif��ceis.O problema de encontrar um roteamento �otimo de mensagens tem sido resolvido relaxando-se as condi�c~oes de integralidade da formula�c~ao a. Mas ser�a esta a melhor forma de re-solver o problema? Comunica�c~oes mais recentes como [18] e [15] apresentaram avan�cosnas t�ecnicas para se encontrar uma solu�c~ao �otima para mf. Avan�cos estes que sugeremnovos estudos para podermos a�rmar, dados os �ultimos avan�cos, qual abordagem seriamelhor.



Cap��tulo 5Conclus~oesDentre as contribui�c~oes deste trabalho gostaria de destacar:i) A proposi�c~ao de uma nova classe de problemas, os problemas combinat�orios de conges-tionamento;ii) Algoritmos exatos para alguns problemas desta classe (kMSTc, kSPc e kBMc);iii) A descri�c~ao detalhada de um algoritmo e�ciente para kMSTd;iv) A proposi�c~ao e an�alise de comportamento de heur��sticas e�cientes para kMSTc.Mas, talvez a maior contribui�c~ao deste trabalho seja a abertura de uma vasta gamade possibilidades para trabalhos futuros. Existir�a um algoritmo para kMSTc melhor doque o apresentado no cap��tulo 2? Seriam algoritmos aproximativos as heur��sticas apre-sentadas no cap��tulo 3? Como seria o comportamento das heur��sticas para outras fun�c~oesde penaliza�c~ao? Em que outros problemas combinat�orios podemos aplicar as t�ecnicas ap-resentadas?En�m, a nossa principal contribui�c~ao foram os problemas que ainda n~ao resolvemos.
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Apêndice AMatr�oidesUm matr�oide �e um par ordenado M = (S; I) que satisfaz �as seguintes propriedades:i) S �e um conjunto �nito e n~ao vazio;ii) I �e um conjunto n~ao vazio de subconjuntos de S, chamados conjuntos independentes,tal que se B 2 I e A � B, ent~ao A 2 I;iii) Se A 2 I, B 2 I e jAj < jBj, ent~ao existe um elemento x 2 fB � Ag tal quefA [ xg 2 I.Se um problema pode ser representado por um matr�oide, ent~ao existe um algoritmoguloso conhecido e correto para o problema de encontrar um conjunto independente depeso m�aximo. Como consequência direta da propriedade iii, todo conjunto independentede peso m�aximo �e tamb�em maximal no n�umero de elementos se todos os pesos envolvidoss~ao positivos.Se em uma instância M do problema nem todos os pesos s~ao positivos, podemos adi-cionar a cada um dos elementos de S uma constante positiva, convenientemente escolhida,construindo uma nova instância M 0 tal que todos os pesos �quem positivos. �E f�acil notarque uma solu�c~ao X para M 0 tamb�em �e solu�c~ao para a instância M (que possuia elemen-tos de peso negativo), pois se X n~ao �e solu�c~ao para M existe uma solu�c~ao Y para M ,tal que Y > X. E deste modo existe uma solu�c~ao Y para M 0, tal que Y > X. O que �euma contradi�c~ao dado que X �e por hip�otese m�aximo com rela�c~ao a M 0 . Ent~ao podemosestender a aplica�c~ao dos matr�oides para encontrar um conjunto independente maximal depeso m��nimo, dado que encontrar um conjunto de peso m��nimo, onde todos os pesos s~aopositivos, �e o mesmo que encontrar um conjunto de peso m�aximo onde todos os pesos s~aonegativos. 51



52Algoritmo guloso para matr�oidesNesta se�c~ao veremos o algoritmo guloso usado para encontrar uma solu�c~ao para um ma-tr�oide. A prova de que o algoritmo guloso sempre retorna um conjunto independentemaximal e �otimo (de peso total m��nimo) pode ser encontrada em [7]. Na mesma re-ferência podem ser encontrados alguns exemplos de problemas que formam um matr�oide.Algoritmo guloso(S,I)� ;Ordenar os elementos de S em ordem n~ao decrescente de pesosPara cada e 2 S, tomados segundo a ordena�c~aoSe � [ feg 2 I� � [ fegFim SeFim ParaRetornar �FimDiversos problemas que formam matr�oides podem ser resolvidos pelo mesmo algoritmoe a �unica diferen�ca entre as resolu�c~oes �e o teste de independência. Neste teste veri�camosse � [ feg 2 I, ou seja, veri�camos se � [ feg �e um conjunto independente.


